53. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie A

1. Urcete viechny dvojice (p,q) redlnych ¢isel takové, Ze rovnice x% + pr + q = 0 md
reseni v oboru redlngch cisel, pricemsz plati: Je-li t kotenem této rovnice, je |2t — 15|
rovnéz jejim korenem.

RESEN{. Necht ¢, s jsou realné koreny dané kvadratické rovnice. Uvazujme nejprve
pripad, kdy uvazovana kvadratickd rovnice ma dvojnasobny (redlny) kotfen. Plati tedy
t = s a pfitom podle podminek tlohy ¢ = |2t — 15|. Pro ¢t = 15/2 dostavame rovnici
t = 2t — 15 s FeSenim ¢ = 15 a pro t < 15/2 rovnici ¢t = —(2t — 15) s FeSenim ¢t =
= 5. Jim odpovidajici kvadratické rovnice maji tvar (z — 5)% = 22 — 10z + 25 = 0
a (r—15)? = 22 — 30z + 225 = 0.

Uvazujme nyni pripad, kdy uvazovanad kvadratickd rovnice ma dva rtzné realné
koteny t, s. Rozlisime tii ptripady.

e t = |2t — 15| a soudasné s = |2s — 15|. ReSeni obou rovnic (viz vyse) tvoii dvojici

{t,s} = {5,15}. Odpovidajici kvadraticka rovnice m4a tvar (x — 5)(x — 15) = 2% —

— 20z + 75 = 0.

e t = |25 — 15| a souasné s = |2t — 15|. Resenim &tyf soustav rovnic

t=+(2s —15), s=+(2t— 15)

(jez odpovidaji riznym volbam znamének) dostaneme dvojice (s,t) rovné (15,15),
(5,5), (3,9) a (9,3), z nichz pouze posledni dvé vyhovuji ptivodni soustavé a pod-
mince s # t. Dodejme, Ze soustavu rovnic ¢t = |2s — 15| a s = |2t — 15| lze rovnéz
fesit graficky v roviné Ost, do které zakreslime obé lomené ¢ary t = |2s — 15|
a s = |2t — 15| (obr.1). Dvojicim (3,9) a (9,3) odpovida kvadraticka rovnice
(x —3)(x —9) =22 — 120+ 27 =0.

o t = |2t — 15| = |25 — 15|. Jak uz vime, rovnice ¢ = |2t — 15| ma TeSeni ¢ = 5
at = 15. Prot = 5 z rovnice 5 = |2s — 15| plyne s = 5 nebo s = 10, pro t = 15
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z rovnice 15 = |2s — 15| plyne s = 0 nebo s = 15. S ohledem na podminku s # ¢

tak dostavame dvé feSeni (t,s) = (5,10) a (t,s) = (15,0). Témto feSenim pak

odpovidaji po fadé dvé kvadratické rovnice (z — 5)(z — 10) = 22 — 152+ 50 = 0

a(z—15)z = 22 — 152 = 0.

Zavér: Dané tloze vyhovuje Sest dvojic (p, ¢) redlnych ¢isel, a to dvojice (—10,25),
(—30,225), (—20,75), (—12,27), (—15,50) a (—15,0).

NAVODNA ULOHA:

V oboru redlnych &isel FeSte soustavu rovnic y = |z — 3|, z = 3|y — 1|. Vysledek algebraického
postupu ovéite geometricky. [Soustava ma t¥i FeSeni: (z,y) = (3,0), (z,y) = (6,3) a (z,y) =

2. V roviné danéeho ctverce KLM N wurcete mnozinu vsech bodi P, pro néez jsou uhly
NPK, KPL a LPM shodnée.

RESENT. Oznaéme P hledanou mnozinu bodt a S stfed étverce KLMN. Ziejmé
S € P (obr. 2).

Daéle uré¢ime vSechny hledané body P (P # S), které lezi uvniti pasu omezeného
rovnobézkami KN a LM. Ukézeme, ze kazdy takovy bod P lezi v poloroviné opacné
k poloroviné M N K. Pro kazdy bod P uvazovaného pésu, ktery lezi v poloroviné opacné
k poloroviné K LM, plati totiz |<c K PL| > |<cK PN|, nebot polopiimka PN lezi v thlu
K PL. Podobné zjistime, Ze zadny bod ¢tverce KLM N (s vyjimkou jeho stfedu S) nemé
danou vlastnost.
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Obr. 2

Lezi-li tedy hledany bod P ve vysrafované oblasti na obr. 2, jsou pfimky PK a PL
podle zadani osami uhld NPL a K PM. Proto v trojuhelniku LPN osa PK thlu NPL
protind kruznici opsanou tomuto trojihelniku (kromé bodu P) v bodé lezicim na ose
strany VL. Timto bodem je ovSem vrchol K ¢tverce KLMN. Body P, N, K, L tedy
lezi na téze kruznici, kterou je kruznice opsand ¢tverci K LM N. (Analogicky vysledek
obdrzime, uvazujeme-li osu PL thlu KPM.) Bod P proto lezi na krat$im oblouku
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| = MN krunice opsané ¢tverci K LM N. Naopak pro kazdy bod P € [ plati podle véty
o obvodovych thlech (pro shodné tétivy NK, KL, LM)

|<cNPK| = |<KPL| = |<LPM| = 45°.

Tim je hledani bodt P v pasu mezi rovnobézkami KM a LM ukonceno.

Déle snadno nahlédneme, ze libovolny vnitini bod P kazdé z polopfimek opac¢nych
k poloptimkdm KM, LN, MK, NL ma danou vlastnost. Ukazeme, ze zadny dalsi bod
roviny ¢tverce K LM N uvedenou vlastnost nemé. Staci se pritom diky symetrii omezit
na jednu z polorovin vytatych osou o strany K L daného ¢tverce. Protoze jsme jiz vySetfili
cely pas omezeny rovnobézkami KN a LM, lze (bez Gjmy na obecnosti) zkoumat jen
body poloroviny opac¢né k poloroviné LM N. Pt¥imky KL, MN, LM, KM a LN déli
tuto polorovinu na pét ¢asti (obr. 3), pfitom zadny bod pfimek KL, LM a M N danou
vlastnost oc¢ividné nema.

Ukézeme, ze zadny vnitini bod kazdé z oblasti I-V roviny ¢tverce K LM N neni
prvkem mnoziny P. Jestlize P je vnitinim bodem oblasti I, evidentné plati |<cK PL| >
> |<cLPM/| (obr.3). Je-li P vnitinim bodem libovolné z oblasti IT nebo III, plati naopak
|<cKPL| < |<<LPN|. Pro libovolny vnitini bod oblasti IV zase plati |<<NPK| >
> |<c K PL| a pro libovolny vnitini bod P oblasti V plati naopak |[<cNPK| < |[<cKPL|.
Ve vsech péti uvazovanych pripadech jsme se vSak vzdy dostali do rozporu s podminkami
ulohy.

Tim jsme prozkoumali v§echny body roviny ¢tverce K LM N.
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Obr. 3 Obr. 4

Zdver. Hledana mnozina bodu P se sklada ze vSech vnitfnich bodu kratsiho oblouku
MN kruznice opsané danému c¢tverci K LM N, ze vSech vnitfnich bodt poloptrimek
opacnych k polopfimkdm KM, LN, MK a NL a ze stfedu S daného ¢tverce (obr.4).
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NAVODNA ULOHA:

V roviné daného pravoihlého rovnoramenného trojihelniku ABC' s pfeponou AB uréete mnozinu
vsech bodu P, pro néz jsou thly APC a BPC shodné. [Pro kazdé o € (0°,180°) nakreslete dvojice
obloukd, z nichz jsou use¢ky AC' a BC' vidét pod thlem «, a zjistéte, jakou mnozinu vyplni jejich
priseciky. Zvl4stni pozornost vénujte hodnoté a = 45°.]

Pozndmka. Dvojim uzitim vysledku navodné tlohy (AABC = AKML a ANABC =
= ALNK) obdrzite jiné feSeni dané tlohy.

3. Pro libovolné prirozené cislo n sestavme z pismen A, B vSechna mozZnd ,slova“
délky n. Rozdeélme je do dvou skupin S, a L, podle toho, zda je v daném slové
sudy, resp. lichy pocet ,slabik“ BA (za sudy povazujeme i pocet 0). Napriklad
slova BABBBBA a AAAAAAB patri obé do skupiny S7, slova AABBABB
a BABAABA patii obé do skupiny Lr. Urcete, pro kterd n maji skupiny S, a L,
stejny pocet prvkii.

RESEN{. Skupinu S,, rozdélme na dvé &asti (SA), a (SB), podle toho, zda slovo
skupiny S,, kon¢i pismenem A, resp. B. Skupinu L,, rozdélme analogicky na dvé ¢asti
(LA), a (LB), podle toho, zda slovo skupiny L,, kon¢i pismenem A, resp. B. Ozna¢me
déale sn, Uy, ($A)n, (sB)n, (lA)n, (IB), po fadé pocty prvku skupin S,,, L,, (SA),,
(SB)n, (LA), (LB),. Pro kazdé pfirozené ¢islo n pak podle naseho rozdéleni plati

$n = (8A)n + (8B)n,

by = (1A}, + (IB)s. M

Kazdé slovo ze skupiny (SA),11 vznikne tak, Ze pfipiSeme pismeno A bud na konec
slova ze skupiny (SA),,, nebo na konec slova ze skupiny (LB),,. Plati proto

(5A)nt1 = (sA)n + (IB)n.
Analogicky plati rovnéz vztahy

(8B)n+1 = (s4)n + (sB)n,
(lA)nt1 = (8B)n + (1A)n, (2)
(ZB)n-H = (ZA)n + (ZB)H-
Pro n = 1 maji skupiny néasledujici tvar
(SA)1 ={A}, (SB)1 ={B}, (LA)1 =0, (LB) =0,
a tedy (sA)1 = (sB)1 =1a (lA); = (IB); =0.
Predpokladejme, ze pro urcité prirozené ¢islo k obsahuji skupiny (SA)x a (SB)g
stejny pocet prvki, ktery oznacime p, a zaroven skupiny (LA)x a (LB)y maji stejny
pocet prvkid, ktery oznac¢ime q. Navic predpokladejme, ze plati p # ¢, jak je tomu

v pripadé £k = 1, kdy p = 1 a ¢ = 0. Do nésledujici tabulky zapisme pocty prvkia ve
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skupinach pro ¢islan =k, k+ 1,k + 2,k + 3, k + 4. Pritom pro vypocty hodnot uzijme
vztahy (1) a (2).

n| k k+1 k+2 k+3 k+4
(sA)n| p p+gq p+3q 2p+6gq 6p + 10q
(sB)n| » 2p 3p+q 4pt+4q  6p+10¢g
(lA).| q¢q p+q 3p+g 6p+2q 10p+ 6¢q
(IB)n| ¢ 2q p+3q 4p+4q 10p+ 6q

sp| 2p 3p+q 4p+4q 6p+10g 12p+ 20¢q
In| 29 p+3q 4p+4q 10p+6qg 20p+ 12q

Z tabulky lze vycist nékolik poznatki. Protoze p # ¢, plati rovnéz 2p # 2q, 3p+q # p+3q
a 6p + 10q # 10p + 6q. Vidime, Ze sp # l, Sky1 # lk+1, Skr2 = let2, Ske3 7 kg3
a ze skupiny (SA)k44 a (SB)g+4 obsahuji opét stejny pocet prvki a skupiny (LA)gi4
a (LB)gt4 0pét stejny pocet prvki, pfitom tyto poéty jsou navzajem ruzné.

Uzitim matematické indukce usoudime, ze uvedena tabulka mé vSechny zminéné
vlastnosti pro kazdé k = 4m + 1, kde m je celé nezaporné ¢islo, takze rovnost s, = [,
plati, pravé kdyz n = k + 2 = 4m + 3.

Zaver. Skupiny S, a L, maji stejny pocet prvkd, pravé kdyz n = 4m + 3, kde m
je celé nezaporné cislo.

Jiné FeSeni. Ze vztaht (1) a (2) plynou pro kazdé n = 2 rovnosti

Sna1 = (8A) 1 + (8B)ps1 = (sA)p + (IB)y + $p = 28, + (IB),, — (sB), =

= 2s, + ln—l — Sp—1 = 28, — 28,1+ ln—l + Sn—1-
—_———

Svorkou oznaceny soudet je roven poctu viech slov délky n—1, tedy ¢islu 271, Znamena
to, ze posloupnost zkoumanych ¢isel {s,} spliuje rekurentni rovnici

Spal = 28p — 28,1 + 271 (n=2,3,...), (3)

jez (spolu s pocateénimi hodnotami s; = 0, so = 1) umoziiuje postupny vypocet vsech
hodnot s,,. Podle teorie rekurentnich rovnic se da najit feseni takové tlohy v explicitnim

tvaru ( 1)
_ n—1 T —
sy =201 — (\/5) cos —

z néhoz plyne, Ze zkoumand rovnost s, = 2"~! nastane pravé pro ta ¢isla n, jez jsou
tvaru 4m + 3. Bez znalosti této teorie se obejdeme takto: vypoc¢teme pomoci (3) nékolik
prvnich hodnot s,, a zapiseme je do tabulky, kam pro porovnani uvedeme i pfislusné
hodnoty 2"~! a rozdil s,, — 2" !:

n 1 23] 4] 5| 6| 7| 8 9| 10 11¢...

Sn, 0] 1(4110(20]36|64|120| 240| 4961024 |...

an—1 11 2]4] 8|16|32|64|128| 256 | 5121024 ...
Sp—2"" 1 —1|—-1]0] 2| 4| 4] 0| —8|—16|—16 0




Tak prijdeme k hypotéze, ze hledana n jsou tvaru 4m + 3 a objevime rovnéz vlastnosti
ostatnich diferenci s,, —2"~1 (jsou to aZ na znaménka mocniny dvou). Pokusime se proto
najit zavislost mezi ¢isly s, 14 a s,. Podle (3) postupné uréime

Snt+2 = 25p41 — 25, + 2",
Sna3 = 28p40 — 25,41 + 2" =2(25, 41 — 25, +2") — 25,1 + 2" =
= 25,41 — 48, + ont2
Spad = 285p43 — 2840 + 2772 =
= 2(25p41 — 485 +2"%) = 2(28,,41 — 25, +2") + 2" =
= —4s, +2"T3 —ontl L ont2 — _4g 4 ont3 4 ontl
neboli

Sppa — 2" = —4(s, — 2"71)

Z posledniho vztahu okamzité plyne, ze rovnost s, 4 = 2”3 plati, pravé kdyz s, =

= 277!, Protoze z hodnot n = 1,2,3,4 posledni rovnost plati pouze pro n = 3, je
hypotéza o tom, ze hledanéd n jsou pravé cisla tvaru n = 4m + 3, dokazana.

NAVODNA ULOHA:

Kolik je vSech slov délky osm, kterd jsou sestavena z pismen A, B, C a kterd nikde neobsahuji
ani ,slabiku“ AB, ani ,slabiku“ BA? (V jednom slové nemusi byt vSechna t¥i pismena A, B, C.)
[1393. Oznadéte ay, bn, cn, poet vyhovujicich slov délky n, kterd konéi pismenem a, resp. b, resp. c.
Rovnosti an4+1 = an+cn, bn+1 = bn+cn, cn+1 = an+bn+cn spolu s hodnotami a; = b1 =c1 =1
umoznuji rekurentni vypocet, ktery ukon¢ime nalezenim hodnot ag = bg = 408 a cg = 577.]

4. Urcete nejmensi redalné cislo p takove, Ze nerovnost

n(n + p)

VIZ 414+ V22 4+ 1+ V382414 + n2+1§%

plati pro kaZdé prirozené cislo n.

RESENI. Pro n = 1 mé dané nerovnost tvar
1
V2 < §(p-|— 1), neboli p=2v2-1.

Ozna¢me p; = 2v/2 — 1. Zjistili jsme, ze 7adné &islo p mensi nez p; pozadovanou
vlastnost nemé. Cislo p; je tedy hledané é&islo, pokud ukazeme, ze pro kazdé n > 1 plati

1
VIZ414V2+14+/324+1+...+ n?+1< on(n+p). (1)

Dtikaz provedeme matematickou indukeci.

(i) Pro n =1 je nerovnost (1) splnéna diky zptusobu, jakym jsme ¢islo p; uréili.

(ii) Pfedpokladejme, Ze nerovnost (1) plati pro uréité pfirozené ¢islo n a ukazeme, ze
plati i pro pfirozené ¢islo n + 1. Necht tedy

Fn)=V12+1+vV2+1+ V32 +1+...+Vn2+1< sn(n+p).  (2)

DO | =



Protoze
Fn+1)=F(n)++v(n+1)2+1,

plati podle indukéniho predpokladu (2) a definice p;

n(n+2v2—-1)+/(n+1)2+ 1L

F(n+1) =

DN | —

Nyni dokédzeme nerovnost
1 1
S +2vV2-1) +V/(n+1?+1S S (n+ D (n+1+2V2-1).

Jeji ipravou dostaneme nerovnost s ni ekvivalentni

(n+1P+1<n+V2,

0 jejiz platnosti se snadno presvéd¢éime po umocnéni obou stran na druhou:

(n—l—\/5)2:n2+2\/§n+2>n2+2n+2:(n+1)2+1.

Podle (3) a (4) plati

F(n+1) = (n+1)(n+1+2\/§—1) :%(n-l-l)(n—i-l-l-pl),

DN |

coz je nerovnost (1) pro hodnotu n + 1.
Zdvér. Hledanym realnym &islem je &islo p = 2v/2 — 1.

NAVODNA ULOHA:
Urcete nejmensi realné cislo p takové, Ze nerovnost

<p-n

1+1+1+1+ +
2 3 4 7 om_17

plati pro kazdé pfirozené ¢islo n. [p = 1. Pron = 1 dostaneme p = 1; vlastnost ¢isla p = 1 dok4dzeme
matematickou indukci, pfi které soucdet ,novych“ zlomku 1/(2"™ + k), k € {0,1,...,2™ — 1},

odhadneme shora 2™-nasobkem nejvétsiho z nich.]

. Necht ABCD je tétivovy ctyrihelnik, jehoZ vnitini whel pFi vrcholu B md wveli-

kost 60°.
a) Jestlize |BC| = |CD)|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokazte.
b) Rozhodnéte, zda plati opacnd implikace.

RESENI. Nejprve zvazme, jak miize takovy tétivovy é&tyithelnik ABCD s Sede-
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satistupniovym tuhlem pfi vrcholu B a se shodnymi stranami BC a C'D vypadat.
Oznacme k kruznici, jez je ¢tyfthelniku ABCD opsana. Protoze |<cABC| = 60°, je
uz urcena velikost thlopricky AC, ktera je tétivou odpovidajici obvodovému thlu 60°.
Vrchol D pak musi byt vnitinim bodem kratsiho oblouku AC' kruznice k (v poloroviné



opa¢né k AC'B) a vrchol B je obrazem bodu D v soumérnosti podle piimky SC (obr. 5),
kde S je stfed kruznice k.

Obr. 5

Protoze dle piedpokladu |BC| = |CD|, jsou obvodové tthly BAC a C'AD pfislusné
shodnym tétivam shodné. Vidime tedy, ze polopfimky AD a AB jsou soumérné sdruzeny
dle osy AC. Ozna¢me X obraz bodu D v této soumérnosti (obr.5). Bod X ziejmé lezi
uvnitf strany AB (obraz krat$iho oblouku AC lezi cely ve vnitini oblasti kruznice k), a
protoze |CX| = |CD| = |BC|, je trojuhelnik X BC rovnoramenny. Trojihelnik X BC' je
dokonce rovnostranny, protoze velikost jeho thlu pfi vrcholu B je 60°. Je proto |BX| =
= |BC| = |CD)|. Ze soumérnosti navic plyne |DA| = | X A|, takze |CD|+|DA| = |BX |+
+ | X A| = |ABJ, coz je pozadovana rovnost.

b) Snadno nahlédneme, Ze opac¢né implikace neplati. Staci vzit takovy ¢tyifuhelnik
ABCD, ktery spliiuje predpoklady tlohy, a zaroven v ném plati |[CD| # |DA| (takovy
urcité existuje, jak jsme naznacili hned v tivodu fesSeni). Prohodime-li nyni strany C'D
a DA, tj. nahradime-li vrchol D vrcholem D’ soumérné sdruzenym s vrcholem D podle
osy thlopticky AC (obr.6), dostaneme tétivovy ¢tyftuhelnik ABCD’ s Sedesatistupiio-
vym thlem pfi vrcholu B, ktery bude i nadéle spliiovat rovnost |CD’|+|D'A| = |[DA| +
+|CD| = |AB|, ale bude v ném platit |BC| = |CD| = |D'A| # |D'C]|.




Jiné resSeni. Naucime se sinovou vétu v nasledujicim tvaru, ktery plyne z véty
o obvodovych thlech: Je-li R polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC, je sina =
= 2a/R, kde a = |BC|. (Doplnime-li cyklicky dalsi dvé rovnosti, dostaneme odtud
snadno bézné znéni sinové véty ze skolnich ucebnic.)

Ozna¢ime-li nyni ¢ obvodovy thel pfislusny shodnym tétivaim BC a CD (0° <
< ¢ < 60°), snadno zjistime, zZe tétivé DA prislusi obvodovy thel 60° — ¢ a tétivé AB
obvodovy thel 120° — ¢ (obr. 7). Dokazovana rovnost je pak dle sinové véty ekvivalentni
rovnosti

sin ¢ + sin(60° — ¢) = sin(120° — ¢).

Protoze sin(120° — ¢) = sin(60° + ¢), je uvedend rovnost (po jednoduché tpravé) ekvi-
valentni rovnosti
sin ¢ = 2 cos 60° sin ¢,

ktera trivialné plati.

Obr.7

Stejné jako v predchozim FesSeni si uvédomime, ze rovnost |CD| + |DA| = |AB]|
zustane zachovana, i kdyz v daném ¢tyituhelniku vyménime obé strany C'D a DA. Novy
¢tyruhelnik ztstane tétivovy, velikost jeho vnitiniho thlu pfi vrcholu B se nezméni, ale
misto rovnosti | BC| = |C'D| bude splnéna rovnost |BC| = |DA]|.

Jiné feSeni. Oznacme délky stran ¢tyituhelniku ABCD, ktery splituje podminky
ulohy, obvyklym zptsobem a, b, ¢, d. Protoze vnitini uhly pfi vrcholech B a D naji
velikost 60°, resp. 120°, z kosinové véty pro trojuhelniky ABC a CDA plyne dvojim
vyjadienim hodnoty |AC|? rovnost

a? +b% —ab=c?+ d* + cd. (6)
a) Jestlize b = ¢, 1ze z rovnosti (6) postupné odvodit:
a4+ —ac=c”+d*+cd,
a? —d? = ac+ cd,
(@ —d)(a+d) = c(a+d),
a—d=c.

Rovnost a = ¢ + d, kterou jsme méli dokazat, tedy plati.
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b) Jestlize plati a = ¢ + d, dostaneme po dosazeni za a do rovnosti (6)
(c+d)?+b* — (c+d)b=c*+d* + cd.

Odtud po tpravé obdrzime vztah (b — ¢)(b — d) = 0, z néhoz plyne, Ze plati b = ¢ nebo
b = d. Opacna implikace tedy obecné neplati.
NAVODNE ULOHY:

1. Dokazte, ze pro libovolny bod K kratsiho oblouku AB kruZnice opsané rovnostrannému
trojuhelniku ABC plati rovnost |AK| + |BK| = |CK]|. [Prvni feSeni: Na tiseéce CK
zvolte bod X tak, aby |KX| = |AK]|, a rovnost |CX| = |BK]| odvodte ze shodnosti
NAKB =2 ANAXC. Druhé feseni: Zapiste kosinové véty pro trojuhelniky ABK a ACK

s thly 120°, resp. 60° u vrcholu K; ziskané rovnosti pak odec¢téte a upravte.]
2. Pro obsah S libovolného ¢tyiahelniku se stranami a, b, ¢, d plati jednak %S < ab+ cd,

jednak %S < ac + bd. Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [Prvni odhad plyne

z rovnosti %S = absin B 4 cdsin §, druhy plyne snadno z prvniho, uvédomime-li si, ze

»prohozenim* dvou sousednich stran se obsah ¢tyfthelniku nezméni.]

6. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

5 1 1 s 1 1 o 1 1
==t Y=-+-, F=—-+-.
y oz z Ty

RESENI. Jsou-li ¢isla x, y, z FeSenim dané soustavy, ziejmé plati xyz # 0. Vyna-
sobme proto jednotlivé rovnice ¢initeli yz, zx resp. xy a v oboru nenulovych realnych
¢isel fesme ekvivalentni soustavu rovnic

Pyz=y+z ayiz=z+z2 azy=z+v. (1)
Souctem levych a pravych stran této soustavy rovnic ziskdme po tpravé rovnici
(xyz —2)(x +y+2) =0.

Odtud vidime, Ze plati xyz = 2 nebo x +y + z = 0.
e Necht zyz = 2. Po dosazeni za soudin zyz v soustavé (1) dostaneme

2e=y+z2, 2y=x+z2 2z=zx+y,
coz je ekvivalentni se soustavou
Jr=x4+y+z2 3dy=x+y+z 3z=x+y+-=z

Odtud plyne x = y = z. S ohledem na podminku xyz = 2 dostaneme x =y = z =
= /2. Zkouskou ovéiime, Ze trojice (\75, 2, \3/5) je skutecné FeSeni soustavy (1),
a tedy i pavodni soustavy rovnic.

e Necht z+y+2z = 0. Z prvni rovnice soustavy (1) plyne x2yz = —x, odkud s ohledem
na podminku z # 0 dostaneme zyz = —1. Ovéime, ze kazda trojice nenulovych
redlnych ¢isel (z,y, z) splilujici soustavu dvou rovnic

r+y+z2=0, zyz=-1 (2)
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je TeSenim puvodni soustavy. Z rovnosti (2) totiz plyne

1 1 y+=z - 9
= = x

y oz yz  —1/x -

(s ohledem na symetrii zadané soustavy stacilo ovéfit jednu rovnici).
Soustava rovnic (2) ma v oboru nenulovych realnych ¢isel nekoneéné mnoho fesent,
ktera ziskdme napiiklad tak, Ze jednu proménnou (napf. z) zvolime jako parametr. Tim

dostaneme soustavu 1
r+y=-—z, TY=—-—.
z

Po dosazeni za x z prvni rovnice do druhé dostaneme

1

tedy
1

y2+yz—;:0. (3)
Jedna se o kvadratickou rovnici s nezndmou y a parametrem z. Jeji diskriminant je
roven D = 22 + 4/z. Nutnou a postacujici podminkou k tomu, aby tato rovnice méla
realné koieny, je nerovnost D = 0. VyfeSenim nerovnice (23 +4)/z = 0 dostaneme pro
parametr z podminku

z € (—oo, —\3/41> U (0, 00). (4)

Za podminky (4) mé kvadraticka rovnice (3) kofeny

—z+ /22 +4/z _ —z—/22+4/z2

Y1 =

kterym podle vztahu * = —y — 2z odpovidaji hodnoty

—z—/22+4/z —z+ /22 +4/z

r1 = a X =
2 2 ’

piitom pouze v piipadé z = — /4 plati (z1,91) = (2, y2).
Zdvér. Dana soustava ma feSeni x = y = z = /2. VSechna ostatni fefeni jsou
trojice (z,y, z) tvaru

(xyyvz):<_zj: 22+4/z == 22+4/z72)7

2 ’ 2
kde z je libovolné ¢islo spliujici podminku (4).

NAVODNA ULOHA:
V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic
1 1 1 1
rT=—-+-, Yy=-
y oz z

[t =y = z = v/2. Rovnosti z = y = z plynou z toho, ze vSechny t¥i soucty = +y,  + 2, y + z se
navzajem rovnaji; jejich hodnota je totiz xyz.]
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