53. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaciho kola kategorie B

1. KaZdou z hvezdicek na misté jednotek cisel ve vyrazu

TTTTTTTIT 77+ 555555 555 554
TUT0TT777T77% 555555 555 559

nahradte néjakou cislici tak, aby vyraz nabyl co nejmensi hodnoty.

RESENT. Oznaéme z a y &islice, které doplnime do éitatele, resp. jmenovatele prv-
niho zlomku. Protoze cely vyraz v absolutni hodnoté budeme algebraicky upravovat,
kvili prehlednéjsim zapisim zavedeme oznaceni N = 111111111110. Jednotliva ¢isla
z daného vyrazu pak maji vyjadieni:

TTTTTTTTT 77z = TN + z,
TITTTTTTT 7Ty = TN + ),
555 555 555 554 = 5N + 4,
555 555 555 559 = 5N + 9.

Zkoumany vyraz pak lze zapsat a upravit nasledujicim zpiisobem:

TN +z 5N +4| |(TN+2)(5N +9) — (5N +4)(TN +y)| _
IN+y BHN+9| (TN +y)(5N +9) B
|(35N2 + 52N + 63N + 9z) — (35N2 + 5yN + 28N + 4y)|
(TN +y)(5N +9)
5 (T—y+x) N+ 9z — 4y
- (TN +y)(5N +9)

Oznacme jesté Citatele a jmenovatele ziskaného zlomku:
C=15-(T—y+=x) N+ 9z — 4y a J=(TN+y)(bN +9).

Budeme-li za x, y dosazovat rtizné dvojice ¢islic, jmenovatel J bude nabyvat pouze
deseti riznych hodnot v rozmezi

(TN +0)(5N +9) < J < (TN + 9)(5N +9).

Podivejme se nyni, jak velkych ¢i malych hodnot bude nabyvat citatel C. Protoze ¢islo
9r — 4y je nejvyse dvojmistné, zatimco ¢islo N dvanactimistné, fad citatele C' bude
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zaviset na tom, zda bude ¢initel (7 — y + x) roven nule ¢ nikoli. Proto tyto dvé moznosti
posoudime oddélené.

A. Pripad 7 — y 4+ x = 0. Tehdy plati y = = + 7 a zkoumany citatel C je tvaru
C=15-0-N+ (92 —4y)| = |9z — 4(z + 7)| = |5z — 28|.

Jelikoz ¢islice y (rovnd x + 7) je nejvyse 9, je ¢islice « rovna 0, nebo 1, nebo 2, takze
vyraz |5z — 28| se rovna 28, nebo 23, nebo 18. Nejmensi hodnota Citatele C' je tudiz
rovna 18 a dosadhneme ji jediné pro x = 2 a y = 9. Stastnou ,shodou okolnosti méa
zrovna pro y = 9 jmenovatel J nejvetsi hodnotu, takze

min{%} - (7N+9;E(35N+9)'

B. Piipad 7—y+az # 0. Ukazme, Zze hodnoty ¢itatele C' (tudiz i hodnoty zlomku C/.J)
jsou v tomto pripadé ,,obrovské* ve srovnani s pfipadem A. Z nerovnosti 7—y + x # 0
plyne odhad |7 —y + x| = 1 (¢islo 7 — y + x je celé), tudiz mame

C=15-("T—y+x) N+9x—4y| 25-|T—y+z|-N— |9z —4y| = 5N — |9z — 4y]|.

Protoze = a y jsou éislice, plati ziejmé |92 —4y| < 81. Z posledniho odhadu C a maximalni
hodnoty J proto plyne nerovnost

v

c 5N — 81
J = (TN +9)(5N +9)

Posledni zlomek je ,mnohokrat“ vétsi nez zlomek v zavéru pripadu A, nebot oba zlomky
maji stejny jmenovatel, zatimco srovnani Citateli ziejmé dopada takto: 5N — 81 > 18
(nerovnost 5N — 81 > 18 plati jiz od hodnoty N = 20).

Zaver: Do ¢itatele doplnime ¢islici z = 2, do jmenovatele cislici y = 9.

NAVODNE ULOHY:
1. Najdéte nejmensi hodnotu kazdého z vyrazi

|20 — 3K|, k* — 11k, |5k — 2| + |2k — 5],

probihé-li proménné k mnozinu v8ech celych ¢isel. [1, —30, 6]
2. Urcete, pro ktera redlnad x nabyva minimalni hodnoty vyraz

99 9
(z+99)2-9%° 1 (24999)%.9%" + (z+9999)% .92

[x = —99]



2. V rovnoramenném lichobézniku ABCD plati |BC| = |CD| = |DA| a |<<DAB| =
= |<<ABC| = 36°. Na zdkladné AB je din bod K tak, Ze |AK| = |AD|. Dokazte,
ze kruznice opsan€ trojuhelnikum AKD a K BC maji vnéjsi dotyk.

RESENI. V rovnoramenném trojthelniku AKD zndme tthel DAK proti zaklad-
né K D. Mizeme dopo¢itat zbylé dva thly pii zdkladné (obr.1): |<cADK| = |<cAKD| =
= 1(180° — |« DAK]|) = 72°. Ctyttthelnik AKCD mé prot&jsi strany AK a CD shodné
a rovnobézné, takze se jedna o rovnobéznik, tudiz pfimky KC a AD jsou rovnobézné.
Uhly DAK a CK B jsou tedy souhlasné a ithly CK B a KC D sttidavé, proto |<xCK B| =
= |<xKCD| = 36°. Uhel DKC dopliiuje thly AKD a CKB do pfimého thlu, jeho
velikost je tedy |[<cDKC| = 180° — 36° — 72° = 72°.

L
Obr. 1

Na polopfimce opa¢né k polopfimce K D zvolme bod L tak, ze |K L| = |AD|. Potom
|<<LKB| = |<xAKD| =72° a |<<CKL| = |<<LKB| + |<cCKB| = 108°. Dopo¢itanim
hlt v lichobézniku ABCD dostavame |<cBCD| = 1(360° — 2 - 36°) = 144° a miizeme
vyjadrit velikost thlu BCK: |<cBCK| = |<cBCD| — |<cKCD| = 144° — 36° = 108°.
Nyni jiz vime, ze |KL| = |CB| a |[<<LKC| = |<xKCB|, coz znamend, ze LBCK je
rovnoramenny lichobéznik, a lze mu tedy opsat kruznici (shodnou s kruZnici opsa-
nou trojuhelniku K BC'). Dale mtzeme z lichobézniku LBCK dopocitat |<cKLB| =
= 1(360° — 2-108°) = 72° = |XKDA|. Z této rovnosti plyne, ze AD | BL, takze
trojuhelniky ADK a BLK jsou vzajemné stejnolehlé podle stiedu K. Stejnolehlé jsou
potom i kruznice jim opsané. Protoze obé prochazeji sttedem K zminéné stejnolehlosti,
maji v tomto bodé vnéjsi dotyk.

Jiné Feseni. Stejné jako v prvnim feseni zjistime, ze |[AKD| = 72°. Ctyithel-
nik AKCD je rovnobéznik (obr.2), takze |CK| = |AD|. Z rovnosti |CK| = |BC|
v trojuhelniku K BC usoudime, 7e |<cCKB| = |<<KBC| = 36°. Proto na zakladné
CD existuje bod X tak, ze |AKX| = 108° (a |<tBKX| = 72°). Pak |<xDKX| =
= |<xAKX| — |<cAKD| =108° — 72° = 36°, a tedy |<tDK X| = |<tDAK]|, takze tihel
DK X je tsekovym thlem piislusnym oblouku DAK v kruznici opsané trojihelniku
AKD, to znamena, ze piimka KX je jeji te¢nou. Podobné |XCKX| = |<xBKX]| —
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— |<<BKC| = 72° — 36° = 36° = |<cKBC|, takze KX je i te¢nou ke kruznici opsané
trojuhelniku K BC'. Kruznice opsané trojuhelnikim AK D a K BC maji tedy spolec-
nou te¢nu K X prochézejici spolecnym bodem K. Obé kruznice se tudiz v tomto bodé
dotykaji.

36°

Obr. 2

NAVODNE ULOHY:

1. Procvicte definice a vlastnosti obvodovych, stfedovych a tisekovych tahla.

2. Dvé kruznice k1 a ko se stfedy S1 a S2 se dotykaji v bodé A. Bodem A vedeme pfimku,
kterd protiné kruznici k1 v bodé A; a kruznici ks v bodé As. Dokazte, ze pfimky S1 A3
a S2 A2 jsou rovnobézné.

3. T¥i kruznice ki1, k2 a k3 se navzajem dotykaji vné. Dokazte, ze pfimky spojujici bod
dotyku kruznic k1 a k2 se dvéma zbyvajicimi body dotyku protinaji dale kruznici k3
v bodech lezicich na priméru této kruznice. [Vyuzijte piedchozi tGlohu.]

3. V oboru redlnych cisel reste rovnici
xzlz] —br+7=0,

kde |x| znamend dolni celou cast cisla x, tedy nejuétsi celé cislo k, pro néz plati
k < x. (Napriklad (V2] =1 a |-3,1] = —4.)

RESEN{. Ozna¢me k = ||, tedy + = k + a, 0 < a < 1. Dan4 rovnice m4 potom

k? — 5k +7 , .
tvar (k+ a)k —5(k+a) + 7= 0. Odtud a = = Hleddme tedy cela cisla k,

pro ktera plati
k* —5k+7

0 5—k

A
—_

(%)

Kazdou z téchto nerovnosti vysetiime oddélené. Protoze kvadraticky trojélen k? —5k+7
mé zéporny diskriminant, plati k2 — 5k 4+ 7 = 0 pro kazdé k € R, takze leva nerovnost
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v (%) plati, pravé kdyz 5 — k > 0, neboli k < 5. VyfeSme pravou nerovnici:

k2—5k+7<1
5—k ’

k* —5k+7—(5—k)
Py <0,
k2—4k+2<0
5—k ’

(k=2 V2)(k—2+2)
5—k <0

Podle polohy éisel 2 —v/2, 2+ v/2 a 5 na ¢iselné ose zjistime, Ze posledni nerovnost
plati, pravé kdyz k € (2— V2, 2—|—\/§) U(5, 00). Nerovnosti (x) tedy plati souc¢asné, prave
kdyz k € (2 V2,2 + \/_) Této podmince Vyhovuji pouze t¥i celd cisla k € {1,2,3}.
Pro k = 1 dopocteme a = 4, pro k = 2 vdee a=zaprok=3jea= % Celkem

dostavame tii reSeni x; = To = 7 Tr3 =

4> 3

Jiné feseni. Jako v prvnim feSeni ozna¢ime k = |x| a z rovnice kx —5x +7 =0

7 7
vyjadiime x ve tvaru x = Lk Nyni hledame celé ¢isla k, pro ktera plati & < F Tk <

< k+1. Obé nerovnice jsou splnény jediné pro celd k € {1,2,3}, kterym odpovidaji
korenyx€{4, ,— :

NAVODNA ULOHA:
V oboru realnych cisel feste rovnici

1
2 _,2_ 2
2] —a® = 3

[Nekoneéné mnoho feseni tvaru x = —/k? — %, k=1,2,..]

4. Cislo a, vznikne tak, Ze za sebe napiseme prvnich n po sobé jdoucich prirozengch
cisel, napriklad a13 = 12345678910111213. Urcete, kolik cisel délitelnych 24 se
nachdzi mezi ¢isly ay,as, ..., a10000-

RESEN{. Pfirozené &islo je délitelné ¢islem 24, pravé kdyz je délitelné soucasné (na-
vzajem nesoudélnymi) ¢isly 3 a 8. Pro ciferny soucet pfirozeného ¢isla k zavedme ozna-
¢eni S(k). Cislo a,, je délitelné t¥emi, pravé kdyz je tiemi délitelny jeho ciferny soucet,
tedy ¢islo S(1)+.5(2)+. ..+ S(n). Zbytek po déleni tFemi tohoto souc¢tu zavisi pouze na
zbytcich (po déleni tfemi) jednotlivych s¢itanci S(k). Protoze pfi déleni tfemi dava ¢islo
S(k) stejny zbytek jako ¢islo k (viz navodnou ulohu 1), davaji ¢isla S(1), 5(4), S(7),...
zbytek 1, ¢isla S(2), S(5),S(8), ... zbytek 2 a ¢isla S(3),5(6), S(9),... zbytek 0. Proto
napiiklad ¢islo S(a14), tedy soucet S(1)+S(2)+...4+S5(14), dava pii déleni tfemi stejny
zbytek jako soucet

(1+2+0)+(1+2+0)+(1+2+0)+(1+2+0)+1+2.
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Podle uzévorkovanych trojic snadno vidime, ze tento soucet je délitelny tfemi. Protoze
obecné soucet S(3k —2) + S(3k — 1) + S(3k) je délitelny t¥emi pro kazdé prirozené k,
miizeme obdobnym zptisobem uzévorkovat kazdy soucet

S()+S2)+...+S(n)

a zjistit, ze jeho zbytek pri déleni tfemi
e je roven 1, je-li n = 3k — 2;
e je roven 0, je-li n = 3k — 1 nebo n = 3k.

Cisla a,, tedy budou délitelnd tfemi, pravé kdyz n bude tvaru 3k nebo 3k — 1
(k=1,2,...).

Nyni rozeberme, kdy budou ¢isla a,, navic délitelna osmi. Pfirozené ¢islo je délitelné
osmi, pravé kdyz je délitelné osmi posledni trojcisli jeho zapisu v desitkové soustave.
Nasge tivahy budou to zaviset na poctu cislic ¢isla n:

e Alespon trojmistna n. Pro takova n je tedy a,, délitelné osmi, prave kdyz je délitelné

osmi ¢islo n.

Protoze se zbytky cisel a,, po dé€leni tfemi opakuji po tfech, zbytky po déleni osmi

po osmi ¢islech a,, budou se zbytky po déleni cislem 24 opakovat po nejmensim

spolecném nasobku téchto period, tedy po dvaceti ¢tyfech. Pro trojmistna n snadno
zjistime, Ze podmince v tloze vyhovuji ¢isla tvaru 104 + 24k a 120 + 24k (n musi
byt délitelné osmi a davat zbytek dva nebo nula po déleni tfemi). Do 10000 mame

413 &sel tvaru 104+ 24k (413 = |5 (10000 —104)] + 1) a 412 &sel tvaru 120+ 24k.

e Dvojmistna n. Aby bylo ¢islo a,, délitelné osmi, musi byt délitelné ¢tyfmi. O déli-
telnosti ¢tyimi rozhoduje posledni dvojcisli, takze ¢tyfmi budou délitelnd prave
vsechna ta a,, pro kterd je n délitelné étyfmi. Cislo n — 1 je pak liché, tedy
iay_1 je cislo liché a cislo 100a,_1 dava zbytek ¢tyii po déleni osmi. Potom c¢islo
an = 100a,,—1 + n bude délitelné osmi, praveé kdyz n bude také davat zbytek ctyri
po déleni osmi, bude tedy tvaru 8% + 4. Spolu s podminkou na délitelnost tfemi do-
stavame, ze vyhovujici dvojmistna ¢isla n maji (stejné jako vyse) periodu 24 a jsou
tvaru n = 124 24k a n = 20+ 24k, k € {0, 1,2, 3}. Do sta to mame 4 4+ 4 = 8 ¢isel.

e Jednomistna n. Snadno zjistime, Ze ze vSech sudych ¢isel a, pro n < 8 vyhovuje
pouze ag = 123 456.

Celkem vyhovuje 834 ¢isel.

NAVODNE ULOHY:

1. Ze skoly dobfe znate pravidlo: ¢islo k je délitelé tiemi, pravé kdyz je tiemi délitelny
jeho ciferny soucet S(k). Dokazte obecnéjsi poznatek: Rozdil k— S (k) je délitelny tfemi
pro kazdé k. (Stejné zobecnéni plati i pro délitelnost deviti.)

2. Definujme posloupnost pfirozenych ¢isel an, pomoci vztaht a1 = 1,a2 = 1,an = an—1+
+ an—2 pro n > 2 (Fibonacciho posloupnost). Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo k
existuje prirozené cislo [ takové, ze kazdé z Cisel ;11 — a1, aj42 — a2, ajy3 —as, ... je
nasobkem c¢isla k. Dokazte také, ze potom cislo k£ déli ¢len a;.

5. Je ddna primka p a mimo ni bod A. Sestrojte lichobéznik ABCD s minimdlnim
obsahem a ramenem BC na pFimce p tak, aby |BC| = |AC| a prisecik E jeho
uhlopricek spliioval vztah |BE| = 3|DE).
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RESENI. Piedpokladejme, ze ABCD je hledany lichobéznik a K, L jsou paty kolmic
z vrchol B, D na pfimku AC (obr.3). Z podobnosti pravouhlych trojuhelniki BKFE

Obr. 3

a DLFE plyne, ze délky stran BK a DL, tedy odvésen ve zminénych trojihelnicich,
jsou ve stejném pomeéru jako délky jejich ptepon BE a DFE, tedy 3:1. BK a DL jsou
vSak i vysky v trojihelnicich ABC a AC'D, a to na spole¢nou stranu AC. Obsahy téchto
trojuhelnik jsou tedy také v poméru 3 : 1, takze obsah lichobézniku ABCD je roven %P ,
kde P je obsah rovnoramenného trojuhelniku ABC'. Vyska tohoto trojuhelniku z bodu A
na stranu BC' je dana (vzdalenost bodu A od pfimky p). Obsah trojuhelniku ABC bude
tedy minimélni, bude-li minimalni délka strany BC, tedy i AC, tedy kdyz usecka AC
bude kolma na p.

Konstrukce. Nejprve sestrojime bod C' (pata kolmice z A na p). Vrchol B nalezneme
jako prusecik pfimky p s kruznici k(C,|AC|) (dvé moznosti). Vrchol D je prusecikem
primky m, vedené bodem C rovnobézné s AB, a ptimky n rovnobézné s AC' ve vzdale-
nosti 3|BC| od vrcholu B uvniti poloroviny opa¢né k ACB.

Uloha mé4 celkem dvé feseni soumérné sdruzené podle ptimky AC L p (obr. 4).

A

D, Dr

By myq mo By

ni
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NAVODNE ULOHY:
1. Z pravouhlych trojihelnikd s danou délkou prepony urcete ten s nejvétsim obsahem.
[Rovnoramenny pravouhly.]
2. Dokazte, ze z trojuhelniki ABC s danym uthlem pfi vrcholu A a pevnym obsahem
mé nejmensi délku strany BC rovnoramenny trojihelnik se zdkladnou BC. [Pouzijte
kosinovou vétu.]

6. Urcete vsechna prirozend cisla M délitelna 240, pro ktera md rovnice M =
= NSN(z,y) s neznamgmi = a y praveé 1001 FeSeni v oboru prirozenych cisel.
(Symbol NSN(z,y) znaci nejmensi spolecny nasobek cisel x a y.)

n
RESENI. Nejprve ukazme, Ze pro ¢islo M s prvociselnym rozkladem M = [] p*
n =1
(p; jsou riznd prvodisla) je pocet feSeni rovnice NSN(x,y) = M roven [](2¢; +1).
i=1
Vskutku, kazdé feSeni (x,y) dané rovnice ma tu vlastnost, ze libovolné prvoéislo p; (i =
=1,...,n) déli alespon jedno z ¢isel = a y (a to nejvyse v takové mocniné, v jaké déli M)
n n
a zadnd jind prvocisla uz ani x, ani y nedéli; z a y jsou tedy tvarux = [[ pi*,y = [] p;”,
i=1 i=1
a;,b; € Ng, a navic max(a;,b;) = ¢;, i = 1,...,n. Cisla z a y tak jednoznaéné urcuji
n-tice Cisel a; a b; a obracené jsou jimi jednoznacné urcena. VsSechna feseni dané rovnice
jsou tedy popsana dvojicemi n-tic prirozenych c¢isel takovych, Ze na i-té pozici je v obou

n-ticich ¢islo z mnoziny {0, ..., ¢;} a alespon v jedné z nich se pfimo rovna c¢;. Takovych
n
n-tic je [] (2¢;+1): Dvé n-tice ¢isel (a1, a9, ...,a,) a (b1, ba,...,b,) miZzeme uvazit jako
i=1
n dvojic ¢isel (a1,b1), (az,b2), ..., (an,by,). Libovolnd dvojice (a;,b;) mize nezavisle

nabyvat (2¢; + 1) raznych hodnot (0, ¢;), (1,¢), ..., (¢; —1,¢), (¢iy¢i), (ciyei —1), ...,
(ciy 1), (¢i,0). Podle kombinatorického pravidla sou¢inu dostdvame vyse uvedeny pocet.
Prvociselny rozklad ¢isla 1001 je 7-11-13. Aby méla dana rovnice praveé 1001 fesent,
musi exponenty ¢; z prvociselného rozkladu ¢isla M (obsahujiciho dle zadani nejméné tii
n
prvocisla, a to 2, 3 a 5) vyhovovat rovnici [](2¢;+1) = 7-11-13. V prvociselném rozkladu
i=1
¢isla M tedy musi byt zastoupena pravé tfi prvocisla, a to v mocninach %(7 —-1) =3,
1(11—-1) = 5a (13— 1) = 6. Protoze M m4 byt délitelné ¢islem 240 = 24 -3 - 5,
tedy prvocisly 2, 3 a 5 v odpovidajicich mocninéch, jsou jediné mozné volby pro M c¢isla
2°.3%.56,2%.36.5% 26.35.53 26.33%.55
NAVODNE ULOHY:

1. Dokazte, ze mezi pfirozenymi &isly a, b, jejich nejmensim spole¢nym nasobkem [a, b]
a jejich nejvétsim spoleénym délitelem (a, b) plati nasledujici vztah:

ab = [a, b](a,b).
S S
2. Dokazte, Zze pro pocet déliteli 7(n) ¢isla n = [ p;* plati 7(n) = ] (as + 1).
i=1 i=1
3. Urcete pocet feseni (x,y) rovnice
NSD(z,y) = 6,

takovych, ze jak z, tak y déli ¢islo 5400. (NSD(x, y) znaci nejvétsiho spoleéného délitele
éisel z a y.) [125]



