53. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. Dokazte, Ze pro kazZdé prirozené cislo n, které je vétsi neZ 3 a neni délitelné tremi,
plati: Sachovnici n x n lze rozvezat na jeden c¢tverec 1 x 1 a obdélniky 3 x 1.

RESEN]. Budeme-li pfemyslet, jak navrhovat postupy fezani sachovnic velkych roz-
meért, jisté nas napadne myslenka, ze na obdélniky 3 x 1 lze roztezat kazdy ,pas“ Sa-
chovnice tvoreny tfemi sousednimi radky nebo sloupci. Takové pasy se proto vyplati
od Sachovnice opakované odfezavat (dokud je to mozné), a tak zmensovat jeji rozméry
o nasobky tfi. Proto bude pro nasi tlohu o Sachovnici n x n vyhodné rozlisit, zda
dané ¢islo n > 3 dava pii déleni tfemi zbytek 1, anebo zbytek 2 (zbytek 0 je zadanim
vylou¢en). Kazdy z téchto pfipadii prozkouméme oddélené.

Pripad n = 3k 4+ 1. Nejprve z Sachovnice (3k 4+ 1) x (3k + 1) odfezeme péas prvnich
3k sloupci, tedy obdélnik (3k + 1) x 3k, ktery pak roziezeme (po trojicich sloupcii) na
k pasi (3k+1) x3 a kazdy z nich kone¢né roziezeme na 3k+1 obdélniku 1 x 3. Z ptivodni
sachovnice nam pak zlistane nerozfezan posledni sloupec; protoze mé 3k+1 poli, snadno
ho roziezeme na jeden ctverec 1 x1 a k obdélnikti 3 x 1. Na obr. 1 je znédzornéno vysledné
roziezani Sachovnice 7 x 7 (poc¢atecni odfezani pasu 7 x 6 je vyznaceno Sipkami, zbyly
sloupec je Sedy). Ze stejného obrazku nahlédneme i zptisob feSeni pro n = 4.

Obr. 1

Pripad n = 3k + 2. Kdybychom Sachovnici (3k + 2) x (3k + 2) dusledné ,ofezavali“
postupem z ivodu feseni, dostali bychom (po oddéleni dvou pasu (3k+2) x 3k a 3k x 2)
jako zbytek Ssachovnici 2 x 2, kterou vSak neni mozné rozrezat pozadovanym zptisobem
(nadily 1x1a3x1).To je mozné provést az s ,nasledujici“ sachovnici 5 x 5, jak vidime
na obr. 2.

Zbyvéa popsat, jak kazdou vétsi Sachovnici (3k +2) x (3k +2) fezdnim zredukovat na
pravé posouzeny ¢tverec 5 x 5. Nejprve oddélime pas (3k+2) x (3k — 3) tvofeny prvnimi
(k — 1) trojicemi sloupct Sachovnice; ze zbylé Sachovnice (3k + 2) x 5 pak oddélime pés
(3k —3) x 5 tvofeny jejimi poslednimi (k —1) trojicemi fadk, z pivodni Sachovnice pak
zbude kyzeny ¢tverec 5 x 5 v pravém hornim rohu (Sedy na obr. 3 pro Sachovnici 8 x 8).
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Obr. 2 Obr. 3

Dodejme, ze pri feSeni dané tlohy jsme nebrali v Givahu obarveni poli Sachovnice.
Barvy poli se uplatiuji v jinych situacich, zejména tehdy, kdyz potiebujeme dokazat, ze
rozfezani Sachovnice na dily predepsaného tvaru neni mozné (dopliujici tlohy 4 a 5).

NAVODNE ULOHY:

1.

2.

Urcete rozméry sachovnic m X n, m = n > 1, které lze roziezat na 35 dili 3 x 1. [35 x 3,
21 x 5,15 X 7]

Dokazte, ze sachovnici 2000 x 2001 lze rozrezat na obdélniky 5 X 1, ale Sachovnici
2003 x 2004 na obdélniky 5 X 1 rozfezat nelze. Zobecnéte. [Zobecnéni: Je-li p prvodislo
a m, n Cisla prirozena, pak Sachovnici m X n lze rozfezat na obdélniky p X 1, prave
kdyz p déli aspon jedno z éisel m, n. (Uvazte, Ze posledni podminka znamen3 totéz, co
p | mn.)]

Z Sachovnice 7 X 7 jsme odrizli jedno rohové pole. Lze zbylou Sachovnici roziezat na
16 obdélnikii 3 x 1?7 [Ano. Rozdélte zbylou Sachovnici na pasy 6 x 7 a 6 x 1.]

. Z Sachovnice 8 x 8 jsme odrizli dvé protilehla rohova pole. Dokazte, ze zbytek Sachovnice

nelze rozfezat na 31 obdélniki 2 x 1. [Kazdy obdélnik 2 x 1 obsahuje jedno éerné a jedno
bilé pole; dany zbytek Sachovnice mé rizné pocty bilych a cernych poli.]
Z Sachovnice 7 X 7 jsme odrizli jedno rohové pole. Lze zbylou

Sachovnici rozfezat na 12 obdélnikti 4 x 1?7 [Ne. Oznacte pole Sa- A|BICIDIAIBIC
chovnice ¢tyfmi pismeny A, B, C, D v uvedeném potradi zleva ggggggg
doprava v kazdém radku a shora dolt v kazdém sloupci. Po od-
o . . o . . . D|A|B|C|D|AB
fiznuti rohového pole zlstane 11 poli A, 12 poli B, 13 poli C

. L oy - . . A|B|C|DAB|C
a 12 poli D (obr.4), kazdy obdélnik 4 x 1 v8ak obsahuje po 1 poli
kazdého bf B|C|D|A|B|C|D

azdého pismena.] CDABCD
Obr. 4

2. Je ddan obdélnik ABCD. Necht primky p a q, které prochdzeji vrcholem A, protinaji
polokruznice vné pripsané stranam BC' a C'D daného obdélniku po radé v bodech K
alL (B#K #C# L +# D) arovnéz strany BC a CD po tadé v bodech P a Q) tak,
Ze trojuhelnik ABP md stejny obsah jako trojuhelnik KCP a zdroven trojuhelnik
AQD ma stejny obsah jako trojuhelnik C'LQ. DokaZzte, Ze body K, L, C leZi na téZe

primce.

RESENT.

Trojuhelniky ABP a KCP maji podle zadani stejné obsahy; pfipojime-li

ke kazdému z nich trojihelnik AC'P (obr.5), usoudime, Ze stejné obsahy maji i trojihel-
niky ABC' a AKC'. Protoze strana AC' je obéma témto trojuhelnikiim spolecné, obé k ni
prislusné vysky musi byt shodné. Body B a K tudiz maji stejnou vzdalenost od pfimky
AC (a lezi ve stejné poloroviné touto pfimkou uréené). To znamend, ze BK || AC'. Podle
Thaletovy véty ovsem plati BK | C'K, takze plati rovnéz AC' 1. CK.

2



Obr. 5

Podobné z rovnosti obsahi trojuhelniki AQD, CLQ a kolmosti ptimek CL a DL
odvodime, ze AC' L C'L.Dohromady to znamen4, ze tthel K C'L je slozen ze dvou pravych
uhlt ACK a ACL. Body K a L tudiz lezi na pfimce, kterd prochazi bodem C' kolmo
k thlopficce AC.

NAVODNE ULOHY:

1. Necht P znadéi prusecik thlopricek obecného konvexniho étyithelniku ABC D. Dokazte,
ze pfimky AB a CD jsou rovnobézné, pravé kdyz trojuhelniky ADP a BC P maji stejny
obsah. [Rovnost obsaht trojihelnikit ADP a BCP je ekvivalentni s rovnosti obsaht
trojuhelniki ABC a ABD se spoleénou stranou AB.]

2. Sestrojte pfimku, kterd prochazi vrcholem A daného obdélniku ABC D, protina stra-
nu BC' ve vnitinim bodé P a polokruznici vné pfipsanou strané BC v bodé K tak, ze
trojuhelniky ABP a KCP maji stejny obsah. [Podle prvni ¢asti feSen{ soutézni Glohy
odvodte, ze CK L AC]

3. Zdak mel vypocitat priklad X - Y : Z, kde X je dvojmistné cislo, Y trojmistné cislo
a Z trogmistné cislo s cislici 2 na misté jednotek. Vysledkem prikladu meélo byt
prirozené ¢islo. Zdk vsak tecku prehlédl a soucin X -Y chdpal jako pétimistné cislo.
Ziskal tak sedmkrat vetsi vysledek, nez mel vyjit. Jaky priklad mel Zdk pocitat?

RESENI. Protoze Y je trojmistné ¢islo, pétimistné ¢islo se zapisem XY je ¢islo
1000X + Y. Zak tedy pocital piiklad (1000X +Y) : Z a podle textu tilohy mu v po-
rovnani s puvodnim pfikladem vysel sedmkrat vétsi vysledek, tedy

1000X+Y__7 XY
7 o Z

Odtud po néasobeni ¢islem Z dostaneme rovnici 1000X + Y = 7XY, kterou vyfesime

vzhledem k nezndmé Y:
1 000X

TIX -1
Pro ktera X je posledni zlomek celociselny? Jinak vyjadieno: kdy je ¢islo 1 000X déli-
telné ¢islem 7X — 1?7 Protoze ¢isla X a 7X — 1 jsou nesoudélna (nesoudélna jsou totiz

dvé po sobé jdouci ¢isla 7X — 1 a 7X), hleddme ta X, pro kterd ¢islo 7X — 1 déli ¢islo
1000. Abychom nemuseli vypisovat vsechny délitele ¢isla 1000, uvédomime si, ze X je
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dvojmistné, tudiz 69 < 7X — 1 < 692. Rozlozme proto ¢islo 1000 vSemi zpiisoby na
souc¢in dvou ¢initelu tak, aby jeden (feknéme prvni) z ¢initela byl z intervalu (69, 692):

1000=500-2=250-4=200-5=125-8 =100-10.
7, rovnic
7X—-1=500, 7X —1=250, 7X —1=200, 7X —1 =125, 7X —1 =100

ma jediné rovnice 7X — 1 = 125 celociselné feseni X = 18, pro néz vychézi Y =
=1000X/(7X — 1) =1000-18/125 = 144.

Nyni uréime neznamé c¢islo Z. Vyuzijeme k tomu podminku ulohy, Ze hodnota
vyrazu X - Y : Z je pfirozené cCislo. Protoze X = 18 a Y = 144, jedna se o cislo
18-144 : Z, tedy ¢islo 2° - 3% : Z. Takové &islo je celé, pravé kdyz ma ¢islo Z rozklad na
prvoéinitele tvaru 2¢3%, kde 0 £ a £ 5a 0 < b < 4. Exponenty a, b najdeme z podminky,
ze ¢islo Z = 23" je podle zadani trojmistné a na misté jednotek ma é&islici 2. Protoze
3* =81 a25-3=096, musi byt a > 1 ab > 2. Viechna ¢isla 2%3°, kde a € {1,2,3,4,5}
abe {2,3,4} ted vypiseme do tabulky:

1 2 3 4 5
18 36 72 144 288
54 108 216 432 864
162 324 648 1296 2592

>~ W N/

Z vypoc¢tenych ¢isel maji pozadovanou vlastnost pouze éisla Z = 432 = 2433 a Z =
=162 = 2'3%.

Odpovéd: Uloha mé dvé Fefeni. Zak mél pocitat bud piiklad 18 - 144 : 432, nebo
priklad 18- 144 : 162.

Jiné feSeni. Jako v prvnim feseni odvodime vyjadieni

~1000X
CTX -1

tentokrat vsak ziskany zlomek upravime castecnym vydélenim c¢isla 1000 cislem 7. Na
zékladé rovnosti 1000 = 7 - 143 — 1 dostavame

1000X  143(7X — 1) + 143 — X 143 — X
_L000X _ 143(7X 1)+ 143-X . 143

Y_7X—1_ X —1 TX —1°

Aby bylo Y celé, musi byt posledni zlomek (143 — X)/(7X — 1) celociselny. Protoze
¢islo X je dvojmistné, nas zlomek splnuje odhady

143 — 99 < 143 — X < 143 — 10
7-99 -1 TX -1 7-10—-1
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Levy zlomek je roven 44/692, pravy je roven 133/69, takze jedind mozna celociselna
hodnota prostiedniho zlomku je rovna 1. Musi tedy byt Y = 144. Rovnice

143 - X 1
X -1
pak mé jediné feseni X = 18. Dale uz postupujeme jako v prvnim feseni.
Dalsi reseni. Drive ziskanou rovnici 1 000X 4+ Y = 7XY upravime do sou¢inového
tvaru Y = X - (7Y — 1000). Musi proto platit 7Y — 1000 > 0, odkud
1
Y > g > 142, neboli Y = 143.
Cislo X je dvojmistné, proto z rovnosti Y = X - (7Y — 1000) vychézi odhad
10000

Y >10- (7Y —1000), neboli Y < < 145.

Dohromady dostavame, ze ¢islo Y je rovno jednomu z ¢isel 143 nebo 144. Rovnice
143 = X - (7-143 — 1000) ma feseni X = 143, coz ovSem neni dvojmistné ¢islo; rovnice
144 = X - (7-144 — 1000) méa feSeni X = 18. Tak jsme znovu ukazali, ze X = 18
a Y = 144; ¢islo Z ur¢ime jako v prvnim fesSeni.

NAVODNE ULOHY:

1. Michal zvolil dvé dvojmistna Cisla. Kdyz je napsal za sebe, dostal ¢tyfmistné cislo,
které bylo dvakrat vétsi nez souéin obou zvolenych éisel. Kterd ¢isla to byla? [13 a 52.
Rovnici 100X 4+ Y = 2XY lze fesit libovolnym ze tfi postupd vylozenych v feseni
soutézni ulohy.]

2. Najdéte vSechna piirozens &isla n, pro kterd je zlomek (n? + 2003)/(n + 2003) roven
celému ¢islu. [n = 1 an = 2003k, kde k+ 1 je libovolny délitel ¢isla 2 004. Dany zlomek
upravte na tvar n — 2003 4 (2003 - 2004)/(n + 2003) a pak vyuzijte toho, ze 2003 je
prvodislo.]

4. Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojihelniku ABC. UvaZujme ob-
razy K, L a M bodu P v osoviyjch soumeérnostech s osami AB, BC' a CA. Urcete
mnozinu vsech bodi P takovych, Ze trojuhelnik K LM je rovnoramenny.

RESEN{. Ozna¢me a = |<xBAP|, 0° < a < 60° (obr.6). Protoze thly BAP
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a BAK jsou soumérné sdruzené podle osy AB, plati rovnéz |<cBAK| = «. Protoze
|<cCAP| = |<cCAB|—|<cBAP| = 60° — a, ze soumérnosti podle osy C'A plyne rovnost
|<cCAM| = 60° — . Pro velikost thlu K AM tudiz plati

|<cKAM| = |<tBAK| + |<xBAC| + |<<CAM| = a + 60° + (60° — o) = 120°.

Ze soumérnosti podle os AB a C' A rovnéz plynou rovnosti |AK| = |AP| = |AM]|. Proto
je trojuhelnik K AM rovnoramenny a jeho tihel pti hlavnim vrcholu A ma velikost 120°.
Podobné se zdtvodni, pro¢ i trojuhelniky LBK a MCL jsou rovnoramenné a jejich
vnitini thly pfi hlavnich vrcholech B a C maji velikost 120°.

Pfi posuzovani podminky, ze trojuhelnik K LM je rovnoramenny, musime rozlisit,
které z jeho stran KL, LM, MK jsou shodné. S ohledem na symetrii rozebereme po-
drobné pouze piipad, kdy |KL| = |MK]|. Z podobnych rovnoramennych trojuhelnikt
KAM a LBK vyplyva, ze jejich zakladny MK a KL jsou shodné, pravé kdyz jsou
shodna jejich ramena AK a BK . ZapiSme to pomoci délek tsecek: rovnost |KL| = |M K|
plati, pravé kdyz plati rovnost |AK| = |BK]|, neboli rovnost |AP| = |BP|. Posledni
rovnost ovSem nastane, pravé kdyz bod P lezi na ose strany AB. Obdobné se zjisti
podminky ekvivalentni rovnostem |M K| = |LM| a |KL|= |LM]|.

Odpovéd: Trojuhelnik K LM je rovnoramenny, pravé kdyz bod P lezi na aspoi
jedné z os stran daného rovnostranného trojuhelniku ABC'. Hledana mnozina je proto
sjednocenim t¥i tsecek — vysek trojuhelniku ABC' (bez jejich krajnich bodu).

NAVODNE ULOHY:

1. Necht P je vnitfni bod konvexniho tthlu BAC. Ozna¢éme K a M obrazy bodu P
v osovych soumérnostech podle pfimek AB a AC. Urcete mozné velikosti thlu K AM
v pripadech, kdy je thel BAC a) ostry, b) tupy. [a) |[<KAM| = 2 - |<BAC]|,
b) | K AM| = 360° — 2 - | BAC| ]

2. Necht P je vnitini bod ostrothlého trojahelniku ABC' s danym obsahem S. Ozna¢me
K, L a M obrazy bodu P v osovych soumérnostech podle pfimek AB, BC a CA. Vy-

poctéte obsah Sestitthelniku AK BLCM a zjistéte, kdy je tento Sestitthelnik pravidelny.
[Obsah je vzdy 25, Sestitthelnik je pravidelny pouze v pfipadé, kdy je trojuhelnik ABC

v v ey

5. Prirozené cislo nazveme magickym, prave kdyZ je lze rozlozZit na soucet dvou
troymistnych cisel zapsanych stejnymi cislicemi, ale v opacném poradi. Napriklad
¢islo 1413 je magické, nebot plati 1413 = 756+ 657; nejmensi magické ¢islo je 202.

a) Urcete pocet vsech magickych cisel.
b) Ukazte, Ze soucet vsech magickych cisel je roven 187 000.

RESENI. Na piikladu é&isla 1413 vidime, ze nékdy neni snadné poznat, zda dané
troj- ¢i ¢tyfmistné ¢islo je magické ¢i nikoliv. Podivame se proto nejdfive, jak se magické
¢islo x vyjadii pomoci ¢islic téch trojmistnych ¢isel abe a cba, jejichz je souctem:

x = abc + cba = (100a + 10b + ¢) + (100c + 10b + a) = 101(a + ¢) + 20b.

Vidime, ze ¢islo x je urceno ¢islicemi a, b, ¢ tak, ze zavisi jen na b a na souctu a + c.
Znamena to, Ze rizné trojice ¢islic a, b, ¢ mohou ur¢ovat totéz magické ¢islo x (nemyslime
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tim pouze trojice lisici se vzadjemnou vymeénou &islic a a ¢). Je-li napt. a+c=14ab =19,
najdeme tii rizna vyjadfeni magického ¢isla 1 594:

1594 = 599 + 995 = 698 + 896 = 797 + 797.

Existuji jesté jind ,magickd” vyjadieni ¢isla 15947 Vse zavisi na tom, zda jsou rovnici
1594 = 101s + 20b hodnoty souctu cislic s = a + ¢ a cislice b jednoznac¢né urceny.
Z rovnice ihned vidime, Ze ¢islo s kondi ¢islici 4, takze s = 4 nebo s = 14 (jiné hodnoty
souctu s = a + ¢ nejsou Cislicemi a, ¢ dosazitelné). Zatimco hodnoté s = 14 odpovida
(jak dobfe vime) hodnota b = 9, pro s = 4 dostaneme rovnici 1594 = 404 + 20b, kterd
nem3 celociselné feseni.

Pouceni uvedenym prikladem, pokusime se stanovit pocet magickych c¢isel jako po-
et Cisel tvaru = 101s + 20b, kde ¢islo s (rovné souctu ¢islic a a ¢, jez jsou nenulové)

probihd mnozinu {2, 3,4, ..., 18}, zatimco ¢islice b probiha (nezavisle na sou¢tu s) mno-
zinu {0,1,2,...,9}. Protoze ¢islo s nabyva celkem 17 ruznych hodnot a ¢islo b celkem

10 rtznych hodnot, je pocet vSech dvojic (s, b), které mizeme do vzorce x = 101s + 20b
dosadit, roven cislu 17 - 10 = 170. Ukazeme-li nyni, ze po dosazeni libovolnych dvou
ruznych dvojic (s1,b1) a (s2,bs) dostaneme dvé rtizna magicka ¢isla

Ir1 = 10181 —+ 20b1 a X = 10182 + 20b2,

bude to znamenat, ze pocet vSech hodnot = (tedy pocet vsech magickych cisel) je rovnéz
roven ¢islu 170.

Pfipustme, Ze pro nékteré dvojice (s1,b1) a (s2,bs) plati 1 = x5. Rovnost 101s; +
+ 20b; = 1015 + 20b2 upravime do tvaru 101(s; — s2) = 20(by — b1 ), z néhoz vzhledem
k nesoudélnosti ¢isel 20 a 101 vyplyva, ze ¢islo by — b1 je nasobkem c¢isla 101. Musi jit
pritom o nulovy nésobek, nebot |bo —b1| < 9 (b1 a by jsou ¢islice!). Plati tedy bs — by = 0,
takze rovnéz s; — so = 0, coz dohromady znamend, Ze dvojice (s1,b1) a (s2,bs) jsou
stejné. Jen v tomto pripadé je tedy rovnost x1 = xo mozna.

Soucet vsech magickych cisel (tedy ¢isel tvaru x = 101s 4+ 20b) uré¢ime vyhodné,
kdyz ¢isla nejprve usporadame do obdélnikového schématu (podle stejnych hodnot s do
radkt a podle stejnych hodnot b do sloupcit)

101-2420-0 101-2+4+20-1 101-2+20-2 ... 101-2+20-9
101-34+20-0 101-3+20-1 101-3+20-2 ... 101-3+20-9
101-4+20-0 101-4420-1 101-4+20-2 ... 101-4420-9
101-17+20-0 101-17+20-1 101-17420-2 ... 101-17+4+20-9
101-18+20-0 101-18+20-1 101-18+420-2 ... 101-18+4+20-9

a pak ¢isla se¢teme bud po sloupcich, nebo po fadcich. Rozhodneme se pro séitani po
sloupcich, pritom budeme brat v tivahu, o kolik se c¢isla uvazovaného sloupce lisi od
prislusnych c¢isel prvniho sloupce. Soucet ¢isel v prvnim sloupci je

101-(2+3+...418) =101-170,
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ve druhém sloupci je soucet 101 - 170+ 17-20- 1, ve tfetim 101 -170+17-20 - 2, atd. az
v poslednim (desatém) sloupci je soucet ¢isel roven 101 - 170 4+ 17 - 20 - 9. Soucet vSech
magickych cisel je tedy roven

10-101-170 +17-20- (1 + 2+ ...+ 9) = 187000.

NAVODNE ULOHY:

1. Najdéte nejmensi a nejvétsi magické ¢islo délitelné t¥inacti. [403, 1 898.]

2. Urcete pocet Cisel, ktera lze rozlozit na soucet dvou dvojmistnych Cisel zapsanych stej-
nymi ¢islicemi, ale v opaéném poradi. [17. Jedna se o ¢isla 11s, kde s € {2,3,4,...,18}]

3. Necht z, y a z jsou dvojmistnd ¢isla. Napisme je za sebe a potom jesté jednou, ale
v opa¢ném poradi. Vzniknou tak dvé Sestimistnd ¢isla (napf. z éisel 25, 36 a 47 vzniknou
Gisla 253647 a 473625); dokazte, Ze jejich rozdil je délitelny éislem 101. [(10 000z +
+ 100y 4 2z) — (10000z + 100y + =) = 9999(x — 2) = 101 -99 - (z — 2).]

6. Ze vsech ctyruhelniki, jeZ lze vepsat do kruZnice o daném poloméru r a které maji
dve strany dané délky m, urcete ten, ktery ma nejvétsi obsah.

RESENI. V celém feSeni budeme pfedpokladat, ze dané délky m a = spliiuji ne-
rovnost m < 2r, jinak zadny ctyftuhelnik pozadovanych vlastnosti neexistuje. Strany
délky m kazdého takového ¢tyituhelniku jsou totiz tétivami kruznice o polomeéru r a nej-
vyse jedna z nich mtze byt jejim priameérem.

Zkoumané ¢tytruhelniky rozdélime do dvou skupin podle toho, zda jsou jejich strany
dané délky m sousedni, nebo protilehlé.

Libovolny ¢étyfuhelnik z prvni skupiny oznac¢ime ABCD tak, aby platilo |AB| =
= |BC| = m. Uhlopiicka rozdéli tento tétivovy ¢tyithelnik na dva trojihelniky ABC
a ACD (obr.7), pfitom je jasné, ze prvni z nich, trojuhelnik ABC, je polomérem r

D t
D’ k
Vp’
UD vpr < VUp
A R C
|
m | m
|
B
Obr. 7

opsané kruznice k a délkou m dvou jeho stran urcen (az na shodnost) jednoznacné, takze
ma pevné urceny obsah. Proto bude obsah takového ¢tyfihelniku ABC' D maximalni,
pravé kdyz bude maximélni obsah trojuhelniku AC'D. Tento trojahelnik ma urcéenou
délku strany AC, takze jeho obsah bude maximéalni, pravé kdyz bude maximalni jeho
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vyska vp z vrcholu D. Pti pevné poloze trojuahelniku ABC bod D probihé ten oblouk AC
kruznice k, jenz neobsahuje bod B, takze vyska vp je zfejmé nejvétsi, prave kdyz bod D
je stfedem tohoto oblouku, lezi tedy (stejné jako bod B) na ose tsecky AC. (Tvrzeni
zdtivodnime pomoci tecny ¢ ke kruznici k, jez prochazi nalezenym bodem D rovnobézné
s ptfimkou AC, obr. 7). Tak dochézime k zavéru, Ze v prvni skupiné ma maximélni obsah
ten ¢tyithelnik, ktery je deltoid (je-li m # rv/2), respektive ¢tverec (je-li m = rv/2).

Pfejdéme nyni ke ¢tyithelnikim druhé skupiny. Libovolny z nich ozna¢me ABC D
tak, aby platilo |AB| = |C'D| = m (obr. 8).

Obr. 8

Obrazek ukazuje, jak k takovému ¢tyriuhelniku ABC'D sestrojit pomocny ¢tyithel-
nik ABC’D, ktery ma stejny obsah jako ABCD, je vepsan do téze kruznice k a mé
sousedni strany AB a BC’ dané délky m. Konstrukci ted popiSeme a zminéné vlast-
nosti étyfahelniku ABC’D podrobné zdtivodnime. Bod C’ sestrojime jako obraz bodu C'
v soumérnosti podle osy o tsecky BD); protoze je kruznice k£ soumérna podle osy kazdé
své tétivy, plati C’ € k. Trojuhelniky BC'D a DC' B jsou soumérné sdruzené podle osy o,
takZe maji stejny obsah, tudiZ stejny obsah maji i ¢tyfuhelniky ABCD a ABC'D. Ze
zminéné soumérnosti rovnéz plynou rovnosti |CD| = |BC'| a |BC| = |DC’|, takze
¢tyftahelniky ABCD a ABC'D se lisi pouze ,,prohozenim® dvou sousednich stran. Tim
jsou potiebné vlastnosti ¢tyfthelniku ABC’D zdivodnény. Jak uZ vime z pfedcho-
ziho odstavce, ¢étyfthelnik ABC’'D mé nejvétsi mozny obsah, pravé kdyz plati rov-
nost |C’'D| = |AD|, kterou muZeme pfepsat jako rovnost |BC| = |AD|. Ta nastane,
pravé kdyz je ¢tyftuhelnik ABCD rovnobéznik (nebot od pocatku predpokladdme, ze
|AB| = |CD|). Kazdy rovnobéznik vepsany do kruznice je ale pravotuhelnik (soucet pro-
tilehlych vnitinich Ghld tétivového ¢tyithelniku je 180°, takové thly jsou ale v pripadé
rovnobézniku shodné, a tedy pravé). Shriime vysledek tohoto odstavce: ve druhé skupiné
Ctyithelnikii ma maximalni obsah ten ¢tyfuhelnik, ktery je obdélnik (je-li m # rv/2),
respektive étverec (je-li m = rv/2.)

Celkovy zaver: Hledané ¢tyfuhelniky s maximalnim obsahem tvori v ptripadé m <
< 2r, m # rv/2, dvé skupiny: skupinu shodnych deltoidt a skupinu shodnych obdélnik;
v piipadé m = r/2 jsou vsechny hledané étyithelniky shodné ¢tverce (obr.9). (V pii-
padé m = 2r je mnozina uvazovanych ¢tyfuhelnikti prazdnd).
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Obr. 9

NAVODNE ULOHY:

1. V kruznici k£ o poloméru 7 je dana tétiva AB délky 13. Zjistéte, jaky nejvétsi obsah
mulize mit ¢tyfahelnik AX BY', lezi-li jeho vrcholy X, Y na kruZnici k. [Nejvétsi obsah
91 mé deltoid, jehoz uhlopficka XY je prumérem kruznice k.]

2. Do jedné kruznice jsou vepsany dva pétithelniky ABCDE a ABFGH, pticemz plati
|AB| =4, |BC|=|GH| =5, |CD|=|BF| =6, |DE|=|HA| =7 a |EA| = |FG| = 8.
Dokazte, ze oba pé&tithelniky maji stejny obsah. [Rozlozte pétitthelniky na rovnora-
menné trojihelniky pomoci tsecek spojujicich jejich vrcholy se stfedem opsané kruz-
nice.]
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