53. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢3sti I. kola kategorie A

1. Necht P(z) = ax? + bz + ¢ je kvadraticky trojé¢len s nezdpornymi realnymi koeficienty.
Dokazte, ze pro libovolné kladné ¢islo x plati

2. Urcete, jakou nejvetsi délku muze mit ihlopiicka C'E konvexniho pétithelniku ABCDE,
jehoz strana AB ma délku 6 cm, vnitini thly pfi vrcholech C' a F jsou pravé a thel
ADB ma velikost 120°.

3. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

2+ 2yz = 6(y + 2 — 2),
y: + 2z = 6(2 + 1 —2),
22 4 22y = 6(x +y — 2).

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie A se kona
v atery 2. prosince 2003

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni uloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mize soutézici ziskat
6 bod1i, ispésnym Tesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt nebo
vice. Tyto idaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



53. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh skolni ¢asti I. kola kategorie A

1. Protoze P(x) je kvadraticky trojclen s nezadpornymi koeficienty, je nutné a > 0.
Nechf z je libovolné kladné redlné ¢islo a n prirozené. Protoze
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pritom rovnost nastava, prave kdyz vz = ——, tj. kdyz x = 1.
A /xn
Protoze ¢isla ab, be a ca jsou podle predpokladii ilohy nezaporna, uzitim nerovnosti (1)
déle plati
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> a® +b* + c® 4 2ab + 2bc + 2ca = (a + b+ c)? = (P(l))z.

Rovnost nastava, pravé kdyz x = 1, nebo ab = bc = ca = 0, coz s ohledem na podminku
a>0davda b=c=0.
Pro libovolné kladné redlné ¢islo = tedy plati
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P(z)- P() 2 (P(1))’,
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pricemz rovnost nastava prave tehdy, je-li x =1 nebo b= c = 0.
Pozndmka. Ulohu lze také fesit uzitim Cauchyovy nerovnosti:

P(I)P(l> :(am2+bx+c)(a%+b£+c> _

= ((Vaz)* + (Vb2)* + (vo)*) ((%)Z < 9)2+ (ﬁ)2> >

Xz
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<\/Ex~§+\/%~\/§+\/a\/g> =(a+b+c)? = (P(1))2.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt. Za takové se povazuje i feseni, ve kterém neni uvedeno, kdy v dokazané
nerovnosti nastane rovnost.



2. Necht ABCDE je libovolny konvexni pétithelnik s uvazovanymi vlastnostmi.
Oznacme P, R po fadé stiedy stran AD, BD trojuhelniku ABD (obr.1). Pak bude

1 1 1
PR|=3|ABl,  |CRI=3|BD|,  |PE|=3|AD 1)

protoze PR je stfedni pricka trojihelniku ABD a protoze v pravouhlém trojihelniku je
stfed pfepony zaroven stfedem jeho opsané kruznice (Thaletova véta).

Obr. 1

Z trojihelnikové nerovnosti je ziejmé, ze pro délku thlopticky C'E plati
|CE| < |CR|+ |RP|+ |PE| = s,

kde délka s lomené ¢ary CRPE je podle (1) zaroven rovna poloviné obvodu trojthel-
niku ABD.

Déle zkoumejme, kdy bude mit trojahelnik ABD danych vlastnosti (|AB| = 6cm,
|<xADB| = 120°) nejvétsi obvod. Oznacdime-li o a (§ (obr.1) velikosti vnitfnich uhla pii
vrcholech A a B trojuhelniku ABD (a4 = 60°), dostaneme ze sinové véty v trojuhel-
niku ABD ) )

BD| = [AB|-S2% ap| = |aB| 20
sin 120° sin 120°

Sec¢tenim obou ptfedchozich rovnosti vyjde
sm.a-l—smﬁ _ 9/AB| s.1n30 cos a—f( < 9|AB|

sin 120° sin 120° 2
pricemz rovnost v posledni nerovnosti nastava, pravé kdyz cos %(a —B)=1,tj.proa= 0=
= 30°. Trojahelnik ABD ma tedy nejvétsi obvod, pravé kdyz je rovnoramenny a jeho tuhly
pti zdkladné AB maji velikost 30°. Vzhledem k tomu, Zze |AB| = 6 cm, plati pro libovolny
pétithelnik ABCDFE pozadovanych vlastnosti

3
|AD| +|BD| = |B| %,

1 1
[CE| = s = 5(|AB|+|AD| +|BD]) = 5|AB| (1 + 2?) = (3+2V3) cm.

Ptitom pro uvazovany pétithelnik ABCDE v situaci, kdy trojihelnik ABD je rovno-
ramenny a vrcholy C, E lezi na piimce RP, plati |[CE| = (3 4+ 2v/3) cm.

Nejvétsi délka uhlopricky C'E pétithelniku ABCDFE vyhovujiciho podminkam tlohy
je tedy (3 +2v/3) cm.
Za plné feseni udélte 6 bodi. Pokud fesitel nedokaze, ze trojuhelnik ABD s nejvétsim obvodem je rovno-

ramenny (ale pouze tuto skutecnost uvede), udélte nejvyse 4 body, za ndznak diukazu vyuzivajici vlastnosti
elipsy 3 body. Pokud fesitel nepopise dosazeni horniho odhadu pro délku uhlopticky C'E, strhnéte 1 bod.



3. Odectenim prvni rovnice dané soustavy od druhé dostaneme rovnici
y? —2? + 220 — 2z = 6(2 + 1 —2) — 6(y + 2 — 2),
kterou upravime na tvar
(x—y)(z+y—22+6)=0.
Podobné odectenim prvni rovnice soustavy od tieti dostaneme
(z—2)(x+2z—-2y+6)=0.
Dana soustava je proto ekvivalentni se soustavou rovnic
2?4+ 2yz —6(y+2—2) =0,
(z—y)(z+y—2246)=0, (2)
(r—2)(x+2—-2y+6)=0.
Vzhledem ke druhé a tfeti rovnici této soustavy je mozno rozlisit ¢tyri ptripady.
1. Necht (r —y =0) A (z — 2z =0). Pak x = y = z a dosazenim za y a z do prvni rovnice
soustavy (2) dostaneme rovnici
322 — 122 4+12 =0,
kterd ma dvojnasobny redlny kofen x = 2. Proto trojice (z,y, z) = (2,2,2) je v tomto
pripadé jedinym feSenim dané soustavy.
2. Necht (r —y=0)A(x+2—-2y+6=0). Pak y = x a 2 =  — 6. Dosazenim do prvni
rovnice soustavy (2) dostaneme po tpravé rovnici
322 — 241 4+ 48 = 0,
kterd ma dvojnasobny realny kofen x = 4. Proto trojice (z,y, z) = (4,4, —2) je v tomto
pripadé jedinym feSenim dané soustavy.
3. Necht (z+y —22+6 = 0) A (x — 2z = 0). Podobné jako v pfedchazejicim pfipadé
dostaneme jediné feseni (x,y, z) = (4, —2,4).
4. Necht (z+y—224+6 =0)A (x4 2z — 2y + 6 = 0). Odectenim druhé rovnice od prvni

dostaneme, ze 3y — 3z = 0, tedy y = 2. Z prvniho pfedpokladu tak mame y = = + 6.
Dosazenim do prvni rovnice soustavy (2) dostaneme po tpravé rovnici

322 + 122 4+ 12 =0,

kterda ma dvojnasobny realny kofen x = —2. Proto trojice (z,y, z) = (—2,4,4) je v tomto

pripadé jedinym feSenim dané soustavy.

Dand soustava ma v oboru redlnych cisel ¢tyfi feseni (z,vy,z), kterymi jsou trojice
(2,2,2), (4,4,-2), (4,—-2,4) a (—2,4,4).

Poznamka. Pokud si vSimneme, Ze sectenim vsech tfi rovnic dané soustavy dostaneme
po upravée

(r+y+z—6)2=0,

pak napft. z podminky z + x — 2y + 6 = 0 pfimo plyne y = 4, coz predchézejici tivahy
zjednodusi.

Za plné feseni udélte 6 bodu. Za pouhé uvedeni vsech &tyt feseni tlohy (bez dalsiho zdéivodnéni) udélte
nejvyse 2 body. Pokud fesitel rozebere pouze pripad z = y = z, udélte 1 bod.



