53. roénik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢3sti I. kola kategorie B

1. Zjistéte, kolik feseni ma v oboru realnych cisel rovnice

xT

v =zl + 5501

kde |z | oznaCuje nejvétsi celé ¢islo, které nepfevysuje ¢islo x.

2. Uvedte piiklad mnoziny M dvojmistnych ¢isel, jez m4 maximélni pocet prvki a pfitom
splnuje obé nasledujici podminky:
(i) Kazda dvé ¢isla z M jsou nesoudélna.
(ii) Zménime-li potadi ¢islic libovolného ¢isla z M, dostaneme opét ¢islo z mnoziny M.

3. Je dan lichobéznik ABCD s ostrymi thly pri zakladné AB. Na ni existuje bod FE
takovy, ze kruznice opsané trojuhelnikim AED a EBC maji vnéjsi dotyk. Dokazte,
ze bod F lezi na kruznici opsané trojuhelniku C'DV, kde V' je prusecik pfimek AD
a BC.

Skolni — klauzurni éast I. kola kategorie B se kona
v utery 27. ledna 2004

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tidaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



53. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie B

1. Predpoklddejme na okamzik, ze celé ¢islo k = |x| zndme, dosadme je do rovnice
jako ,parametr” a ziskanou rovnici vytesme:

XT
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2004x = 2004k + x,
2004k
2003 °

Budeme-li do posledniho vzorce dosazovat jednotliva celé ¢isla k, bude prislusné x skutecné
feSenim zkoumané rovnice, bude-li se jeho cela ¢ast rovnat pravé cislu k£, budou-li tedy platit

nerovnosti
< 2004k

— 2003
Zjistime, ktera cela k£ vyhovuji obéma nerovnostem. Leva nerovnost je ekvivalentni s ne-
rovnosti k£ = 0, prava nerovnost s nerovnosti k& < 2003. Hledan4 k jsou tedy préavé hodnoty
k €{0,1,...,2002}, kazda z nich urc¢uje jediné feseni z, takze vSech Feseni x zadané rovnice
je praveé 2003. Dodejme, ze vyhovujici k£ lze urcit rovnéz upravou odvozeného vzorce do
tvaru

< k+1.

2004k n k
2003 2003’
z n€hoz je vidét, ze ¢islo k je celou casti ¢isla x, pravé kdyz plati nerovnosti
k
0 —— <1, neboli 0=k <2003.
— 2003 -
Jiné feSeni. Protoze pro kazdé redlné = plati x| < = < |z + 1, porovnanim se
zadanou rovnici dodejme k zjisténi, ze kazdé reseni x musi spliiovat nerovnosti

ogzgma, neboli 0 < z < 2004.

Cislo z spliiujici posledni nerovnosti bude feSenim zkoumané rovnice, pravé kdyz hodnota

x — 2004 bude celociselna. Protoze plati

r 2003
2004 2004
lze posledni podminku vyslovit takto: ¢islo 2003x je celociselnym nasobkem c¢isla 2 004.
To s ohledem na nerovnosti 0 < 2003z < 2003 - 2004 znamend, Ze ¢islo 2003z je rovno
nékterému z cisel

T

0-2004,1-2004, 2-2004, ...,2002-2004,
takze zkoumand rovnice mé pravé 2003 feseni

0-2004 1-2004 2-2004 2002 - 2004
2003 7 2003 7 2003 ' 2003

Za uplné fesSeni udélte 6 bodl. Pokud fesitel spravnym postupem odvodi vsSechna feseni x, avSak urci
chybné (¢i vitbec neurd¢i) jejich pocet, strhnéte 1 bod. Za nalezeni vSech feseni x bez zdivodnéni, pro¢ jind
feseni neexistuji, udélte 3 body. Za zdtivodnéni nerovnosti 0 < z < 2004 udélte 1 bod.



2. Kvuli podmince (i) mize byt v mnoziné M nejvyse jedno z ¢isel 11,22,33,...,99
zapsanych dvéma stejnymi cislicemi, kterd jsou vesmeés délitelnd jedenacti. Kvili pod-
mince (ii) a délitelnosti dvéma tam zas nesmi byt zddné ¢islo zapsané dvéma ruznymi
sudymi ¢islicemi; s jednou sudou ¢slici miZe byt v M nejvyse jedna dvojice éisel ab, ba.

Zbyva posoudit, kolik miize mnozina M obsahovat dvojic ¢isel ab, ba zapsanjch dvéma
riiznymi lichymi &islicemi a a b. Zadné z téchto ¢isel nesmi byt délitelné tfemi (je-li éislo
ab délitelné t¥emi, je takové i ¢islo ba), proto v ivahu pfipadé pouze sedm dvojic takovych
¢isel: (13,31), (17,71), (19,91), (35,53), (37,73), (59,95) a (79,97). Kvuli délitelnosti péti,
sedmi a devatendcti vSak muze byt v M pouze jedna z dvojic (19,91), (35,53) a (59, 95),
tedy nejvyse pét ze vSech sedmi vypsanych dvojic.

Celkové zjistujeme, Ze mnozina M obsahuje nejvyse 1 + 2+ 2 -5 = 13 ¢isel. Prikladem
tfinactiprvkové mnoziny je

M = {11, 23,32,13,31,17,71,35,53,37,73,79,97}.
(Existuji i jiné piiklady, nase uvahy vSak ukazuji, ze kazda t¥indctiprvkovd mnozina M
musi obsahovat ¢isla 13, 31, 17, 71, 37, 73, 79, 97 a jednu z dvojic (35,53) nebo (59, 95);
dvojice (19,91) je vyloucena, nebot ¢islo 91 je ndsobkem ¢isla 13.)
Za tplné feseni udeélte 6 bodt, z toho 3 body za piiklad tfinactiprvkové mnoziny M a 3 body za zdivodnéni,

pro¢ mnozina M neobsahuje vice nez 13 ¢isel (pfi nasem postupu 1 bod za Gvahy o &islech délitelnych
jedenécti a ¢islech se sudymi éislicemi, 2 body za diskusi o éislech s lichymi éislicemi).

3. Ozna¢me a a [ po Fadé vnitini ahly pii vrcholech A a B (obr.1). Bodem E
prochézi spole¢nd tecna obou uvazovanych kruznic, thel DEC' je tedy souctem tsekovych
uhla piislusnych tétive DE v jedné kruznici (s obvodovym thlem «) a tétivé EC v druhé
kruznici (s obvodovym tthlem (3). Jeho velikost je tudiz a4 3. A protoze velikost thlu CV D
je 180° — (a + ), zjistujeme, ze ve ¢tyfuhelniku CV DE se uhly u protéjsich vrcholt FE
a V dopliuji do 180°. To, jak vime, znamend, ze CV DFE je tétivovy c¢tyfuhelnik, tj. bod E
lezi na kruznici opsané trojuhelniku CDV'.
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Obr. 1

Za uplné reseni udélte 6 bodt. Vétsina fesitelti asi sdhne spis k pracnéjsim vypoctim thli, protoze s tse-
kovymi thly nemaji mnoho zkusenosti. V takovém pripadé doporucujeme je na vzorové feseni upozornit.



