53. roénik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢asti |. kola kategorie C

1. Urcete pocet vSech trojmistnych cisel, kterad jsou devatenactkrat vétsi nez soucet jejich
¢islic.

2. Je dan c¢tverec o strané délky 5cm. Mezi vSemi ¢tyithelniky, které lezi v tomto ¢tverci
tak, ze dvé jejich strany maji délku 2 cm a lezi na hranici ¢tverce, urcete vSechny ty,
které maji maximalni obsah.

3. Dlazdicky A slozené ze tii jednotkovych ¢tverci maji tvar o, dlazdicky B slozené ze
¢tyT jednotkovych ¢tvercit maji tvar . Kolik dlazdi¢ek jednotlivych typt potfebu-
jeme na vydlazdickovani ¢tverce o strané 6 jednotek? Pro kazdy mozny pocet dlazdicek
uvedte piiklad takového pokryti.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie C se kon4
v atery 27. ledna 2004

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodt, tspésnym Tfesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim soutéze.



53. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie C

1. Trojmistné cislo se zapisem abc mé pozadovanou vlastnost, praveé kdyz jeho ¢islice
a, b, ¢ spliuji rovnost

100a + 10b+c=19(a+b+c¢), mneboli 9a = b+ 2c.

Protoze b £ 9 a ¢ £ 9, plati nerovnost b + 2¢ < 27. Z rovnosti 9a = b + 2¢ proto plyne
odhad a < 3, takZe plati a € {1,2,3} (¢islice a = 0 neni na zac¢atku zapisu povolena). Pro
a = 1 dostéavame rovnici 9 = b+ 2¢, ze které plyne ¢ < 4; pro kazdé takové ¢ € {0,1,2,3,4}
je Cislice b urcena rovnosti b = 9 — 2¢. Proto s ¢islici a = 1 existuje prave 5 vyhovujicich
¢isel. Pravé tolik je i vyhovujicich ¢isel s ¢islici a = 2: z rovnice 18 = b + 2¢ totiz plyne
c€{5,6,7,8,9} ab= 18 — 2c. Konetné pro a = 3 z rovnice 27 = b + 2¢ plyne b = ¢ = 9.
Hledany pocet cisel je tedy 5+ 5+ 1 = 11.

Jiné fesSeni. Soucet cislic libovolného trojmistného c¢isla neptrevysuje ¢islo 27, jehoz
devatenactinasobek je 513. Proto kazdé vyhovujici ¢islo neptrevysuje 513, takze soucet jeho
Cislic je nejvyse 4+9+9 = 22. Protoze nejmensi trojmistny nasobek cisla 19 je ¢islo 114 =
= 19- 6, bude uloha vyfesSena, kdyz zjistime, kolik ¢isel tvaru 19s, kde s € {6, 7,8, ...,22},
ma soucet Cislic rovny praveé ¢islu s. Rutinni provérkou zjistime, Ze ze zminénych 17 cisel
vyhovuji pravé ¢isla 114, 133, 152, 171, 190, 209, 228, 247, 266, 285 a 399. Téchto cisel
je 11.

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho pfi prvnim postupu 1 bod za sestaveni vychozi rovnice a 1 bod za
apravu do tvaru 9a = b + 2¢, zbylé body podle uplnosti dalsiho rozboru. Uplnym FeSenim je i testovani
vSech 47 trojmistnych nasobkd devatenacti (Fesitel by pak ale mél do feSeni vypsat alespon testovani éisla,
kterd podmince tlohy vyhovuji).

2. Ctyfthelnik FFGH mutzeme do daného ¢tverce ABCD umistit tfemi zpiisoby:
1. Dvé strany délky 2 cm lezi na protilehlych stranach daného ¢tverce (obr.1). Obsah
kazdého takového ¢tytuhelniku (rovnobézniku) je S =5 -2cm? = 10 cm?.
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2. Obé strany délky 2cm lezi na sousednich strandch daného ctverce a pritom jsou
protilehlymi stranami ¢tyithelniku EFGH (obr.2). Obsah takového ¢tyfuhelniku je

1 1
S = S|BF|-|AG| + 3 |GH| - |AB| =

1
=_-2cm- |AG|+§ 2cm - |AE| £ (54 (5 —2)) cm?® = 8cm?® < 10 cm?.
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3. Obé strany délky 2cm lezi na sousednich stranach daného Ctverce a pritom jsou
sousednimi stranami ¢tyfthelniku FFGH (obr.3). Oznadime-li po fadé = a y vzdalenosti
bodu G od stran AB a AD (tedy vysku trojuhelniku FFG na stranu EF a vysku troj-
thelniku EHG na stranu EH), je obsah takového ¢tyituhelniku

1 1 1
S = 5|EF|-az+§|AH|-y§2-5 2.5 =10cm?.
Ptitom rovnost nastane, pravé kdyz x = y = 5cm, tj. pravé kdyz G = C.

Zdvér: Nejvétsi mozny obsah (10 cm?) maji viechny rovnobé&zniky, jejichz dvé strany
délky 2cm lezi na protéjsich strandch daného c¢tverce, a ¢tyfi deltoidy, jejichz jedna thlo-
pricka je zaroven uhloprickou daného ¢tverce.

Za plné feseni udélte 6 bodt. Pri postupu reseni analogickém uvedenému ocente kazdou ze t¥i moznosti
2 body. Bod strhnéte pri absenci jasného zavéru.

3. Predpokladejme, ze ¢tverec o strané 6 jednotek je vydlazdickovan a dlazdickami A
a b dlazdickami B (nevyluc¢ujeme p¥ipad, ze a = 0 nebo b = 0). Pro obsah vydlazdi¢kované
plochy pak plati rovnost 36 = 3a + 4b, ze které plyne, Ze ¢islo a je ndsobkem ¢tyt (a ¢islo b
nasobkem t¥i). Proto mé rovnice 36 = 3a + 4b v oboru celych nezapornych ¢isel za feseni
pouze tyto dvojice (a,b): (0,9), (4,6), (8,3) a (12,0). Posoudime déle, zda pro jednotlivé
dvojice (a,b) je prislusné vydlazdickovani daného ¢tverce mozné.

(i) 9 dlazdicek B. Vysvétlime, pro¢ takové vydlazdickovani neexistuje. Obarvéme jednot-
kové ctverecky celého ctverce jako obvyklou Sachovnici; ziskdme 18 ¢ernych a 18 bilych
,poli“. Kazd4 dlazdicka B pokryva tfi pole jedné barvy a jedno pole druhé barvy. Pri-
pustme, Ze cely ¢tverec pokryva 9 dlazdi¢ek B, pfitom pravé x z nich ma tu vlastnost,
ze pokryvaji po 3 cernych polich, takze 9 — x z nich ma tu vlastnost, ze pokryvaji po
1 ¢erném poli. Pro celkovy pocet ¢ernych poli pak plati rovnost 18 = 3z + (9 — ),
odkud x = 9/2, coz je spor.

(ii) 4 dlazdicky A a 6 dlazdi¢ek B. Mozné feseni vidite na obr. 4.

(iii) 8 dlazdicek A a 3 dlazdicky B. Mozné feseni vidite na obr. 5.
(iv) 12 dlazdic¢ek A. Mozné FeSeni vidite na obr. 6.

Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6

Pozndmka. Uvedme jesté jiny argument, proc¢ nelze deviti dlazdickami B vyplnit uvazo-
vany ¢tverec. Dlazdicka, kterd pokryva rohové pole, mize byt umisténa (az na soumérnost
podle thlopficky ¢tverce) jedingm zpusobem, napi. tak jako dlazdicka B v levém dolnim
rohu ¢tverce na obr. 5, pak ale dlazdicka B, ktera v takovém pripadé pokryva druhé pole
zleva v dolni fadé, musi byt v poloze jako na obrazku. Posledni dvé pole dolni rady pak
uz jednou ani dvéma dlazdickami B pokryt nelze.

Za uplné teseni udélte 6 bodu, z toho 1 bod za sestaveni rovnice 36 = 3a + 4b, 1 bod za nalezeni vSech
Gtyt jejich feSeni (a,b), koneéné po 1 bodu udélte za spravné posouzeni jednotlivych pfipadu.



