53. roénik matematické olympiady

Ulohy Il. kola kategorie A

1. Urcete pocet vSech pétimistnych palindromi, které jsou délitelné ¢islem 37. (Palin-
dromem nazyvame c¢islo, jehoz zapis v desitkové soustavé se ¢te zepredu stejné jako
zezadu.)

2. Pro libovolné prirozené ¢islo n sestavme z pismen A a B vSechna mozna ,slova“ délky n
a ozna¢me p, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani trojici AAA po sobé jdoucich
pismen A, ani dvojici BB po sobé jdoucich pismen B. Urcete, pro kterd prirozena
¢isla n plati, ze obé cisla p,, a p,+1 jsou suda.

3. Necht K je libovolny vnitini bod strany AB daného trojuhelniku ABC. Pfimka C'K
protinad kruznici opsanou trojuhelniku ABC' v bodé L (L # C'). Ozna¢me k; kruznici
opsanou trojuhelniku AK L a ko kruznici opsanou trojuhelniku BK L.

a) Dokazte, ze pfimka AC je te¢na kruZnice ki, préavé kdyz pfimka BC' je te¢na
kruznice k».

b) Predpokladejme, ze pfimka AC je seCna kruznice k1. Necht P (P # A) je prusecik
primky AC s kruznici k1 a @ (Q # B) prusecik pfimky BC' s kruznici k. DokazZte,
ze bod K lezi na tsecce PQ).

4. Necht K, L, M jsou po fadé pruseéiky os vnitinich thld «, 3, v pfi vrcholech A, B,
C daného trojuhelniku ABC' s protéjsimi stranami BC, C'A, AB. Dokazte, ze plati
nerovnost

IBO| o [CAl 5 |AB| 5.
aK| 2 T 1BL| +\CM\ cosy =3
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tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodl, Gspésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim soutéze.



53. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie A

1. Kazdy pétimistny palindrom p se da zapsat ve tvaru p = abcba, kde a, b, ¢ jsou
Cislice v desitkové soustaveé, a # 0. Z vyjadieni

p=10001a+ 1010b+ 100c = 37(270a + 27b + 3¢c) + 11(a + b — c)

plyne, ze p je délitelné ¢islem 37, prave kdyz je ¢islem 37 délitelné cislo a4 b — c. Vzhledem
k tomu, Ze a, b, ¢ jsou éislice (a # 0), je —8 < a + b — ¢ < 18. Proto je ¢islo a + b — ¢
délitelné 37, pravé kdyz a +b — ¢ = 0, neboli ¢ = a + b. Cislice a, b tedy museji spliiovat
podminku a + b < 9.

Ke kazdému a € {1,2,3,...,9} lze dislici b zvolit 10 — a zpUsoby tak, aby platilo
a+b=<9 (be{0,1,2,...,9—a}). Cislice c je pak uréena jednoznacéné jako soucet a + b.
Palindromii s ¢islici @ = 1 je proto 9, palindromi s ¢islici a = 2 je 8 atd.; konecné pro ¢islici
a = 9 existuje pravé jeden palindrom.

Pocet vSech pétimistnych palindrom, které jsou délitelné cislem 37, je tedy

948474+ ... +1=145.

Za uplné feseni je 6 bodi, za nalezeni podminky ¢ = a + b udélte 4 body.

2. Pocet vyhovujicich slov délky n = 2, ktera kon¢i dvojicemi pismen AA, AB, BA
oznacme postupné (aa),, (ab),, (ba),; pocet vyhovujicich slov délky n = 1, ktera konci
pismenem A, resp. B, oznafme a,, resp. b,. Pro vSechna pfirozend ¢isla n = 2 plati:

a, = (aa), + (ba)y,,
b, = (ab)y,
Pn = apn + by, = (aa), + (ba), + (ab),.

Existuji pravé dvé vyhovujici slova délky jedna, a to slova A a B, a praveé tfi vyhovujici
slova délky dva, a to slova AA, AB, BA, protoa; = by = 1,p1 =2, (aa)2 = (ab)z = (ba)y =
=1,a5=2,by=1, pp = 3.

Kazdé vyhovujici slovo délky n = 3, které kon¢i dvojici pismen AA, dostaneme tak,
ze pripiseme pismeno A na konec slova délky n — 1 konéiciho dvojici BA. Proto plati

(aa), = (ba)p—1.

Analogicky zjistime, Ze pro kazdé n = 3 plati rovnéz vztahy



Protoze nas zajima pouze parita prirozeného cisla p,, a vyrazl, pomoci kterych ho po-
¢itame, miizeme na zakladé uvedenych rovnosti sestavit tabulku ze symboli S a L, jimz
odpovidaji suda resp. licha ¢isla. Dostaneme

nl 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(aa)y, L L L S S L S L
(ba)s, L L S S L S L L
(ab)y L S S L S L L L

an,| L S S L S L L L S

b.| L L S S L S L L L

pn| S L S L L L S S L

Tato tabulka je nutné periodicka, protoze existuje jen osm rtiznych usporadanych trojic
pismen S a L, takze nejdéle po osmi sloupcich se vzhledem k dokazané rekurenci zacnou

hodnoty posloupnosti ((aa),), ((ba),), ((ab),) opakovat. Hodnoty posloupnosti (a,,), (bn),
(pn) jsou z nich odvozeny, takze se za¢nou opakovat rovnéz. Z tabulky vidime, Ze jeji
perioda je 7 (prvni dva shodné sloupce jsou pro n = 2 an = 9). A protoze v prislusném
useku tabulky je dvojice sousednich sudych cisel p7, ps jedind, jsou obé cisla p, a ppi1
suda, praveé kdyz je cislo n délitelné sedmi.

Pozndmka 1.7 vyse uvedenych vztahii mizeme odvodit rekurentni rovnice pro ¢isla a,,
a b,. Pro vSechna pfirozend ¢isla n = 4 plati

an = (aa), + (ba), = (ba)p—1 + (ab)p—1 = (ab)p—2 + (ab)p—1 = bp—2 + by_1,
by, = (ab), = (aa)p—1 + (ba)p—1 = an_1.

Tyto rovnice také mtizeme odvodit nasledujici avahou. Vyhovujici slovo kon¢ici pis-
menem A ma koncovku BA nebo BAA, pocet slov prvniho typu je b,_1, slov druhého
typu je b,_2. Vyhovujici slovo konéici pismenem B ma nutné koncovku AB a téchto slov

je an—1-

Poznamka 2. Ze vztahli uvedenych v poznamce 1 se da odvodit rekurentni rovnice
piimo pro ¢isla p,,. Pro kazdé n = 4 totiz plati

an = bn—l + bn—2 = ap_2 + ap_3,

bp =an_1="bp 2+ bn—3-
Vzhledem k tomu, ze p, = a, + b,, dostaneme sec¢tenim téchto vztahi rovnici

Pn = Pn—2 + Pn—3,

kterou mtizeme odvodit i takto: Kazdé vyhovujici slovo délky n méa pravé jednu z koncovek
ABAA, ABA, BAB, BAAB, pritom koncovky ABA a BAB mé pravé p,_» slov, zatimco
koncovky ABAA a BAAB mé pravé p,_s slov.

Za Uplné feSeni je 6 bodli. Za jakykoli tplny systém rovnic, ktery umoznuje rekurentni vypocet cisel py,,
udélte 4 body.



3. a) V tétivovém ¢tyfahelniku ALBC plati @ = |xBAC| = |¥BLC| a =
= |<ABC| = |xXALC]| (obr.1). Z rovnosti obvodového a pfislusného usekového uhlu pro
tétivu AK v kruznici ky vyplyva, ze piimka AC je teénou ke kruznici kq, pravé kdyz plati
|«xCAK| = |<ALK]|, tj. pravé kdyz o = . Z analogickych divodi je piimka BC' te¢nou
ke kruznici ko, pravé kdyz § = a. Pfimka AC' je proto te¢nou ke kruznici ki, pravé kdyz
primka BC' je tec¢nou ke kruznici ks, coz jsme chtéli dokazat.

C

Obr. 1

b) Podle ¢asti a) vime, Ze plati a = |[XBAC| = |xBLK| a § = |xABC| = |xALK].
Bez jjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze plati o < (. Te¢na v bodé A ke kruznici kq
svira s tétivou AK usekovy tthel 8 > a, proto lezi bod P na poloprimce AC', zatimco bod @
lezi analogicky na poloptimce opacné k BC'. Z tétivovych ¢tyruhelniki ALKP a BQLK
plynou rovnosti | K PC| = f a |[xBQK| = « (obr.1). Trojihelniky APK a QBK se proto
shoduji ve dvou thlech (u vrchola A, @ a P, B). Shoduji se tedy i v thlu pfi spoleéném
vrcholu K:

|<xAKP|=|xBKQ| (=0 — «).

Odtud plyne, Ze body P, K, ) lezi na téze pfimce. Tim je tvrzeni ¢asti b) dokazéano.

Poznamka. Dokézali jsme vlastné nasledujici tvrzeni: Je-li trojuhelnik ABC rovno-
ramenny s rameny AC, BC, dotykaji se obé ramena odpovidajicich kruznic k; a ko ve
vrcholech A a B, a neni-li rovnoramenny, protinaji jeho strany AC' a BC odpovidajici
kruznice ki a ko v dalSich bodech P a Q (P # A, Q # B), pri¢emz jejich spojnice PQ
prochézi danym bodem K.

Za tplné feseni udélte 6 bodt, z toho za ¢ast a) nejvyse 2 body a za ¢ast b) nejvyse 4 body.



4. Uzitim sinové véty v trojuhelnicich BK A a CK A dostaneme

|BK| sing |CK| sin§
= a _— = .
|AK| sinp |AK|  sinvy

Sectenim obou predeslych rovnosti vyjde

|BC| |BK| |CK]| —an® 1 1
AK|  |AK| |AK| = 2 \sinf siny/’

Vynésobime-li obé strany posledni rovnosti vyrazem 2 cos 5, obdrzime po tprave

|BC| , 1 n 1
cos — =sina .
|AK| sinf = sinvy

Cyklickou zameénou ziskdme dalsi dvé analogické rovnosti
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cA] B 1 1

2 T = 2
|BL| R sin 5 sin 7y sina ’ 2)
|AB]| ~y , 1 1

2 L= :
|CM | 85 T M ina * sin 3 (3)

Sectenim rovnosti (1), (2) a (3) dostaneme po déleni dvéma rovnost
B0l o (A1, 0 1AB] oy _
= COS — + ———COS — =

|AK| |BL| |C M| 2

n

1 (sina sing sinf3  sinvy 1 /siny sina

5| = + - + sl =+ = +5 |l o0—+ = .

2 \sinf sina 2 \siny sinpg 2 \sina  sinvy
Vzhledem k tomu, Ze sina, sin 3, siny jsou kladna c¢isla, mizeme kazdy ze tii vyraza
v zédvorkach na pravé strané posledni rovnosti odhadnout zdola ¢islem dvé (vyuzivame

znémou nerovnost a/b+ b/a = 2, ktera je pro libovolna kladné éisla a, b ekvivalentni se
ziejmou nerovnosti (a —b)2 = 0). Odtud plyne pozadovana nerovnost. Tim je diikaz hotov.

0s o +
2

Za Uplné Teseni je 6 bodi. Pokud fesitel dospéje ke vhodnému vyjadieni hodnoty vyrazu na levé strane,
ale nedokaZe jeho dolni odhad, udélte nejvyse 3 body. Nerovnost a/b + b/a = 2 Ize povazovat za natolik
zndmou, ze muze byt pouzita bez dukazu.



