53. roénik matematické olympiady

Ulohy 11. kola kategorie B

. Cislo a,, vznikne tak, Ze za sebe zapiseme prvnich n druhych mocnin po sobé jdou-
cich prirozenych ¢isel. Naptiklad a1; = 149162 536 496 481 100 121. Zjistéte, kolik cisel
délitelnych dvanacti je mezi Cisly a1, as, ..., a100000-

. Najdéte vSechny kvadratické trojéleny ax? + bz + ¢ takové, ze pokud libovolny z koe-
ficientd a, b, ¢ zvétSime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery bude mit
dvojnéasobny koten.

. Pro dané prirozené cislo n feste v oboru kladnych realnych cisel rovnici
Lx\/rﬂ — 1J =nr — 1.

(Symbol |r]| oznacuje nejvétsi celé ¢islo, jez neptfevysuje ¢islo r.)
. Je dan ostrouhly trojuhelnik V BA. Sestrojte te¢novy ¢tyruhelnik ABC'D s minimal-

nim obsahem tak, aby jeho vrcholy C' a D lezely po fadé na poloptimkach opac¢nych
k poloprimkam BV a AV.

II. kolo kategorie B se kon4
v utery 23. brezna 2004

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodt, uspésnym fesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim soutéze.



53. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie B

1. Jak vime, kazdé piirozené ¢islo k dava pii déleni tfemi stejny zbytek jako ¢islo S(k)
rovné souctu &islic ptivodniho éisla k. Cislo a,, proto dava pii déleni tfemi stejny zbytek
jako soucet S(12) + S(22) +...+ S(n?), tedy rovnéz jako soucet 12 + 22 + ...+ n?. Dvéma
zpusoby ukazeme, ze posledni soucet je délitelny tfemi, prave kdyz ¢islo n je tvaru 9k — 5,
9k — 1 nebo 9k, kde k je prirozené cislo.

P1i prunim zpiusobu vyuzijeme znadmy vzorec

n(n+1)(2n + 1)

222+ n?= : : (1)

z néhoz plyne, ze zkoumany soucet je délitelny tfemi, pravé kdyz je souéin n(n+1)(2n+1)
délitelny deviti. Protoze ¢isla n, n + 1 a 2n 4 1 jsou navzajem nesoudé€lnd, hleddme praveé
ta n, pro ktera je délitelné deviti jedno z ¢isel n, n + 1 nebo 2n + 1, a to jsou po fadé ¢isla
tvaru 9k, 9k — 1, 9k — 5.

Druhyj zptisob je zaloZen na pozorovani, ze zbytky ¢isel 12, 22, 32, 42, 52, ... pti déleni
tfemi jsou 1,1,0,1,1,0,..., tedy opakuji se s periodou 3. Skute¢né, ¢isla (k + 3)% a k2
davaji stejny zbytek pii déleni tfemi, nebot jejich rozdil je ¢islo 3(2k + 3), coz je nasobek
t¥i. S¢itdanim uvedenych zbytkt dostaneme postupné zbytky prvnich deviti soucta (1): 1,
2,2,0,1,1, 2,0, 0; poté se zbytky dalsich soucti (1) za¢nou periodicky opakovat. (Plyne
to z toho, ze predchozi soucet deviti ¢isel dava nulovy zbytek a zaroven je pocet s¢itanci
nasobkem periody 3 séitanych zbytki.)

Vime jiz, ktera cisla a,, jsou délitelna tfemi; posoudime nyni snazsi otazku, ktera a,
jsou déliteln4 ¢tyimi. Ukazme, Ze to jsou vSechna a,, se sudym n > 2 (a zadn4 jind). Cislo
an s lichym n je totiz liché, cislo as se rovna 14 a ¢islo a,, se sudym n > 2 kondéi stejnym
dvojéislim jako &slo n?, takze je takové a,, (stejné jako zminéné dvojcisli) délitelné ctyfmi.

Spojime-li vysledky o délitelnosti tfemi a ¢tyimi dohromady, dojdeme k zjisténi, ze
¢islo a,, je délitelné dvanacti, pravé kdyz je ¢islo n jednoho z tvart 18k — 14, 18k — 10
nebo 18k, kde k je libovolné pfirozené c¢islo. Protoze 100000 = 5556 x 18 — 8, je mezi
prirozenymi ¢isly od 1 do 100000 prave 5556 cisel 18k — 14, 5556 cisel 18k — 10 a 5555
Cisel 18k, dohromady je to 16 667 cisel.

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 4 body resp. 1 bod za vyfeseni otazky, pro ktera n je ¢islo a,, délitelné
tfemi resp. Ctyrmi.

2. Pro koeficient ¢ musi platit a # 0 a a # —1, aby vSechny uvazované trojcleny
byly skute¢né kvadratické trojcleny. Jak vime, kvadraticky trojc¢len ma dvojnasobny kofen,
pravé kdyz je jeho diskriminant nulovy. Sestavme proto diskriminanty vSech tii trojclent
se zvétsenymi koeficienty:

(a+1)x® + bc+ ¢ mé diskriminant D; = b* — 4(a + 1)c,
az® + (b+ 1)z +c méa diskriminant Do = (b+ 1)? — 4ac,
az® +bx + (c+1) méa diskriminant Ds = b* — 4a(c + 1).

Hledame tedy realna cisla a, b, ¢, pro ktera plati a # 0, a # —1 a D; = Dy = D3 = 0.



Z rovnosti D1 = D3 plyne ¢ = a, takZe Dy = (b+1)? —4a® = (b+1—2a)(b+ 1+ 2a);
rovnost Dy = 0 pak znamend, e plati b = +2a — 1, a proto Dy = (+2a—1)? —4(a+1)a =
=4a’F4a+1—4a® —4a = 1F4a —4a, tudiz D; = —8a+ 1 nebo D; = 1. Proto z rovnosti
Dy =0plynea =1/8,b=2a—1= —-3/4ac=a=1/8 (zkouska je snadni, neni vSak
nutnd, nasim postupem totiz méame zaruceny rovnosti Dy = D3, Do =0 a D7 = 0).

Odpovéd': Uloze vyhovuje jediny trojélen %xz — %x + %.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za spravné sestaveni diskriminantd D1, D2, D3. Za opomenuti
podminek a # 0, a # —1 v jinak Gplném feseni strhnéte 1 bod.

3. Kladné cislo x je feSenim rovnice s danym n, praveé kdyz je ¢islo nz prirozené a jsou

splnény nerovnosti
ne—1<zv/n?2—1< nx.

Pravé nerovnost je splnéna pro kazdé x > 0, nebot zfejmé plati vn?2 — 1 < vn2 = n. Zbyva
tedy vyFesit levou nerovnici (vzhledem k neznamé z). Po jednoduché upravé dostavame

x(n—\/n2—1> <1,

1
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Vyuzili jsme toho, ze vyraz n — vn? —1 je kladny a v soucinu se sdruZenym vyrazem
n++v/n? — 1 dava ¢islo 1. Po vynasobeni obou stran odvozené nerovnosti ¢islem n dostaneme
pro prirozené cislo k = nx ekvivalentni podminku

k<n?+nvn2-—1,

kterd je splnéna pravé pro k € {1,2,...,2n? — 1}, nebot pro druhy séitanec z pravé strany
posledni nerovnosti ziejmé plati celoc¢iselné odhady

n?—1<nyn2—1<n?

(znovu vyuzivame pouze nerovnost vn? — 1 < n). VSechna feSeni dané rovnice jsou tvaru
x = k/n a tvori tak mnozinu zlomku

1 2 2n? —1
el LR - .

Za tplné feseni udélte 6 bodil, z toho 3 body za odvozeni nerovnosti x < n + v/n? — 1. Za povsimnuti, Ze
kazdé feseni x musi byt tvaru zlomku k/n, udélte 1 bod.

4. Kruznice vepsana hledanému c¢tytahelniku je kruznici k pfipsanou strané AB
trojuhelniku BAV. Ten ze dvou prusecikt osy thlu AV B s kruznici k, ktery je dal od
vrcholu V', ozna¢me T (obr.1). Hledané body C a D nalezneme jako priseciky te¢ny t



v bodé T ke kruznici k po fadé s piimkami V B, VA. Dokazme, ze takto sestrojeny ctyt-
tthelnik mé ze vSech ¢tyrtuhelnikid vyhovujicich podminkdm tlohy nejmensi obsah.
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Obr. 1 D'y

Ozna¢me C', D’ vrcholy jiného tecnového ¢tyfihelniku s vepsanou kruznici k (pfimka
C'D’ je teénou kruznice k). Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze prisecik M
teCen t a C' D’ lezi uvnitf tsecky T'C. To znamend, ze plati |M D| > |MC| (obr. 1). Ozna¢me
C" a D" odpovidajici paty kolmic spusténych z boda C’ a D’ na piimku ¢; bod C” lezi
uvnitt usecky MC a D" na poloptimce M D vné tsecky M D, takze |[MC"| < |[MC| <
< |[MD| < |[MD"| a z podobnosti pravothlych trojuhelniki MC'C” a M D’'D"” plyne
|C'C"| < |D'D"|. Trojuhelnik DM D’ mé tudiz vétsi obsah nez trojihelnik CMC’. Rozdil
jejich obsahi je vSak roven rozdilu obsahtu ¢tyfuhelniki ABC'D’ a ABCD, tedy obsah
¢tyfuhelniku ABC’D’ je vétsi nez obsah ¢tyfuhelniku ABCD.

Jiné feSeni. Stejné jako v prvnim FeSeni oznacme C, D pruseciky teény ¢ pripsané
kruznice k s rameny uhlu VB, V A. Jsou-li C’, D’ vrcholy jiného te¢nového ¢tyfuhelniku
s vepsanou kruznici k, plati pro obsahy tecnovych ¢tyfuhelnikt ABCD a ABC'D’

S(ABCD) = S(VCD) — S(VAB), S(ABC'D') = S(VC'D") — S(VAB).
Stac¢i tedy ukézat, ze pro libovolnou takovou te¢nu C’D’, kterd neni kolmé na osu
thlu AV B, plati S(VC'D’) > S(VCD). To je vSak zfejmé z obr.2 (oba $edé trojtahel-
niky maji diky stfedové soumérnosti stejny obsah a ptitom S(VC'D’') > S(VC1D;) >
> S(VCD)).

Obr. 2 Dypy

Jiné reseni. Obsah tecnového ctyfuhelniku ABCD, jehoZ vepsana kruZnice mé po-
lomér r, je S = 1r(|AB|+ |BC|+ |CD| + |DA|) = ir(2|AB| + 2|CD|) = r(|AB| + |CD)).



Obsah tec¢nového ctytthelniku ABCD spliujictho podminky tlohy bude tedy nejmensi,
pravé kdyz bude nejkratsi tisecka C'D.
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Uvazujme kruznici pfipsanou strané C’D’ trojuhelniku VC'D’ (obr. 3). Z vlastnosti
teCen postupné nahlédneme, ze je |T1C| = 3|CD|, |TnC"| = |C"D"| a také |C'D’| =
= |T1T5|. Posledni rovnost plyne ze zndmych vlastnosti vepsané a pfipsané kruznice, totiz
ze jejich body dotyku na spole¢nou stranu jsou soumeérné sdruzené podle stiedu strany;
diikaz ovSsem vyzaduje trochu pocitani:

T3] = |TWC'| + |C'Ta| = |T1C"| + |C'T3| = |T{ T3] + 2|T5C7),
[ULUz| = |[ULD'| + |D'Us| = |T{D'| + | D'Ty| = |TYT5] + 2|1 D'|.

Ze soumérnosti podle osy thlu AV B plyne |T1Ts| = |U1Us|, takze |T5C'| = |T{D’|. Je tedy
C'D| = |T{T3] +2|T3C"| = [T,

Protoze obé kruznice jsou oddéleny spoleénou tecnou C’D’, nemohou se dotykat, takze
|CD| < |C"D"|, neboli |CTy| < |C"T5|. To znamena, ze je

|ICD| = 2|T,C| < |TLC| + |C"Ty| < |ThTs| = |C'D'|,

coz jsme chtéli dokazat.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 2 body za urceni kruznice vepsané vsem vyhovujicim ¢tyfuhelnikim
ABCD, dalsi 1 bod za uhodnuti polohy hledané te¢ny C'D a 3 body za diikaz, Ze pfi jiné poloze CD je
obsah ABCD vétsi.



