53. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy 11. kola kategorie C

. V roviné je dan obdélnik ABCD, kde |AB| = a < b = |BC/|. Na jeho strané BC
existuje bod K a na strané C'D bod L tak, ze dany obdélnik je tiseckami AK, KL
a LA rozdélen na ¢tyri navzajem podobné trojihelniky. Urcete hodnotu poméru a : b.

. Najdéte vSechny trojice prvocisel p, ¢ a r, pro které plati
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. Do kruznice o poloméru r = 6 vepiste osmithelnik ABCDFEFGH, jehoz strany AB,
CD, FF a GH maji po tadé délky 3, 4, 5 a 6 a strany BC, DE, FG a HA jsou
shodné.

. Zéci méli vypoéitat priklad = + v - 2z pro trojmistné ¢islo = a dvojmistna ¢isla y a z.
Martin umi néasobit a scitat ¢isla zapsand v desitkové soustaveé, zapomnél vSak na
pravidlo o pfednosti nasobeni pred s¢itanim. Proto mu sice vyslo zajimavé c¢islo, které
se cte stejné zleva doprava jako zprava doleva, spravny vysledek byl ale o 2 004 mensi.
Urcete ¢isla x, y a z.

IT. kolo kategorie C se kona
v atery 23. biezna 2004

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodi, uspésnym Tfesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Tyto tdaje se zakiim sdéli pred zahajenim soutéze.



53. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh II. kola kategorie C

1. V pravothlém trojahelniku ABK ozna¢me o = |XxBAK|, 8 = |xAKB| =90° — «
(obr. 1). Stejné vnitini thly 90°, o, # maji i trojuhelniky AK L a AD L, nebot jsou dle zadani
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trojuhelniku ABK podobné. Vsimnéme si jejich (ostrych) thla u spoleéného vrcholu A.
Protoze |xKAD| = 90° — a = (3, jsou oba thly KAL a LAD mensi nez [3, takze se
rovnaji thlu a. Pravy tthel BAD je tedy polopfimkami AK, AL rozdélen na tfi shodné
uhly velikosti «, odkud o = 30° (a 5 = 60°). Z pravouhlych trojahelniki ADL a ABK
pak vyplyva, 7e |AK| = |AB|/cos30° = 2a/v/3 a |AL| = |AD|/cos30° = 2b/+/3. Odtud
s ohledem na podminku a < b plyne nerovnost |AK| < |AL|, tudiz pfeponou v trojihelniku
AKL je AL (delsi z obou stran AK, AL). Pro pomér délek odvésny AK a piepony AL
pak plati cos30° = |[AK|: |AL| = a : b, takie a : b= /3 : 2.

Ulohu lze Fesit mnoha obménénymi postupy, napiiklad rozlisit dva piipady, kdy troj-
thelnik K AL méa pravy uhel pfi vrcholu K respektive L, a v kazdém z nich vyjad-
Fit vnitfni thly vSech ¢tyf podobnych trojihelnikii (ve druhém piipadé pak ale vyjde
a:b=2:+/3>1, coz odporuje zadani ulohy).

Za Uplné feseni udélte 6 bodl; 2 body za urceni Ghld «, G, 2 body za vypocet poméru a : b, 2 body za
vypodet ¢i tvahu vylucujici opacény pomér (tedy moznost |XALK| = 90°).

2. Vsimnéme si nejdiive, ze pro ¢itatele zlomkt z dané rovnice plati vztah 14+51 = 65.
Proto je feSenim kazda trojice stejnych prvocisel p = ¢ = r a navic pro libovolné feseni
plati: jsou-li ne€ktera dvé z cisel p, ¢, r stejnd, je stejné i tieti ¢islo. Budeme tedy dale
predpokladat, ze prvocisla p, ¢, r spliiujici danou rovnici jsou navzajem ruznd (a tedy
navzajem nesoudélna).

Po vynésobeni rovnice sou¢inem pgr dostaneme

14qr + 51pr = 65pq,
odkud vzhledem ke zminéné nesoudélnosti plyne
pl1l4=2-7, ¢q|51=3-17 a r|65=5-13.

To znamend, ze p € {2,7}, ¢ € {3,17} a r € {5,13}. Nyni miZeme sestavit a do rovnice
dosadit v8ech osm moznych trojic (p, g, 7); zjistime tak, Ze vyhovuje jediné trojice (7,17, 13).



Provérku dosazovanim mizeme zkratit tak, ze vylouc¢ime kteroukoliv z hodnot p = 2,
q = 3, resp. r = 5. Naptiklad po dosazeni r = 5 dostaneme po vydéleni péti rovnici
14g + 51p = 13pgq, kterd nema celociselné feSeni p ani pro ¢ = 3 (14 + 17p = 13p),
ani pro ¢ = 17 (14 + 3p = 13p). Jind moznost: z rovnice 14qr + 51pr = 65pq plyne
2p(q — r) = 7(2qr + Tpr — 9pq), takze soucin p(q — r) je délitelny sedmi. Protoze vSak
q € {3,17} a r € {5,13} (viz vySe), neni rozdil ¢ — r délitelny sedmi, proto je sedmi
délitelné ¢islo p. Podobné lze zdivodnit, pro¢ 17| g a 13 | r.

Jiné reseni. Z dané rovnice vyjadiime r pomoci p a ¢:

65pg  5-13-p-q

" 5lp+14g  5lp+ 14q

V poslednim zlomku jsme zvyraznili rozklad ¢itatele na (Ctyfi) prvocinitele. Takovy zlomek
bude roven nékterému prvocislu r, pravé kdyz jeho jmenovatel bude soucinem tii prvocini-
telt z Citatele (jiné kraceni zlomku neni mozné). Hledame tedy situace, kdy plati néktery
z pripadi

olp+14g=5-13-p a r=gq,

5lp+14g=5-13-q a r=p,

5lp+14g =5-p-q a r =13,

olp+14g=13-p-q a 7r=>5.
Snadnou upravou rovnic zjistime, ze prvni dva pfipady nastanou pouze v situaci, kdy p = ¢
(tehdy ovSem rovnéz p = r). Posledni dva pfipady vedou k vyjadfenim

_3-17-p 3.17 - p

1= 5p 14 P 1713, 1w

ze kterych analogickou uvahou o kraceni zlomku (pfipad p = ¢ jiz miZeme vynechat)
s prihlédnutim k zfejmym nerovnostem 5p — 14 < 17p a 13p — 14 < 17p dostaneme rovnice

5p — 14 = 3p, resp. 13p — 14 = 3p.

Prvni rovnice ma feSeni p = 7 (kterému odpovidda ¢ = 17 a r = 13), druha rovnice
celociselné reseni nema.

Odpovéd: Vsechna FeSeni (p,q,r) jsou trojice (p,p,p), kde p je libovolné prvoéislo,
a trojice (7,17,13).
Za Uplné feSeni udélte 6 bodu; 2 body za nalezeni feSeni (p,p,p), 1 bod za nalezeni feseni (7,17,13)

a 1 az 3 body (podle tplnosti ivah) za zdivodnéni, ze jind feSeni neexistuji (ptijde pfedev§im o tvahy
o délitelnosti).



3. Rozbor: Kromé hledaného osmithelniku ABCDFEFGH uvazime jesté pomocny
osmithelnik KLM NOPQR, ktery je rovnéz vepsan do kruznice o poloméru » = 6 a jehoz
strany spliuji podminky: |[KL| = 3, |LM| = 4, |[MN| = 5, |[NO| = 6, |OP| = |PQ| =

= |QR| = |RK]| (obr.2). Ozna¢me S, resp. T stfed kruznice s vepsanym osmithelnikem
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ABCDEFGH, resp. KLMNOPQR. Podle véty sss plati shodnosti AABS ~ AKLT,
ACDS ~ ALMT, AEFS ~ AMNT, AGHS ~ ANOT, a proto jsou shodné stredové
uhly ASB a KTL,CSD a LTM, ESF a MTN, GSH a NTO. Déle podle véty sss jsou
shodné trojuhelniky BCS, DES, FGS a HAS, stejné jako trojuhelniky OPT, PQT, QRT
a RKT. Ze shodnosti jejich thld pfi hlavnim vrcholu S, resp. T proto plyne

° —|xASB| — D| — |<xESF|— H
wpsc|_ 300~ |xASB] \«054; XESF| — |xGSH| _

360° — |[xKTL| — |XLTM| — |xMTN| — |xNTO| _
- : -

|<OTP|.

Vyuzili jsme toho, ze stfedy S a T jsou wnitinimi body obou osmithelniki (tudiz
soucet vSech osmi stiedovych thld je v obou pfipadech 360°), nebot v opa¢ném piipadé
by jeden z osmi stfedovych 1hl byl roven sou¢tu sedmi ostatnich; musel by to byt ihel
prislusny tétivé délky 6, ten je vSak zfejmé mensi nez soucet uhli prislusnych tétivam
délek 3, 4 a 5. Trojahelniky BC'S a OPT jsou proto shodné podle véty sus, tudiz ¢tverice
shodnych stran obou osmithelniki maji jednu spole¢nou délku. Dokazeme-li proto sestrojit
pomocny osmitthelnik K LM NOPQ R, je konstrukce osmitthelniku ABC' DE FGH nasnadé.

Konstrukce: Na libovolné kruznici ¢(7;6) sestrojime v jednom sméru body K, L,
M, N a O tak, aby |[KL| = 3, |[LM| = 4, [MN| = 5 a [NO| = 6. Uhel KTO (ten,
ktery neobsahuje body L, M, N) pak rozdélime na ¢tyfi shodné dily: nejprve sestrojime
prusecik () kruznice ¢ s osou thlu K'T'O, pak pruseciky P, R kruznice t s osami tthli OT'Q)
resp. QT K. Poté pristoupime ke konstrukci hledaného osmithelniku ABCDEFGH: na
kruznici k(5,6) zvolime bod A a pak na ni v jednom sméru sestrojime postupné body
B, C, ..., H tak, aby |AB| = 3, |BC| = |OP|, |CD| = 4, |DE| = |OP|, |EF| = 5,
|FG|=|OP|, |GH| = 6.



Dikaz spravnosti: Ze shodnosti sedmi dvojic trojihelnikit AABS ~ AKLT, ABCS ~
~ AOPT,...,AGHS ~ ANOT plyne shodnost tthli HSA a RT K, a tedy i shodnost osmé
dvojice trojuhelnikit AHAS ~ ARKT. Proto maji délky stran sestrojeného osmithelniku
ABCDEFGH (shodné se stranami K LM NOPQR) vSechny potiebné vlastnosti.

Poznamka: O ¢tyriuhelniku K LM NOPQR jsme nemuseli v celém feseni viitbec mluvit
a vést uvahy takto: thly shodné se stfedovymi uhly ASB, CSD, ESF, GSH dokazeme
sestrojit, pro spole¢nou velikost w shodnych stfedovych uhla BSC, DSE, FSG a HSA
pak plati rovnice

dw + [KASB| 4 |xCSD| + |<xESF| + |<GSH| = 360°, (1)

kterou lze snadno konstrukéné vytesit; osmithelnik KLM NOPQR je ovsem k tomuto
ucelu idealni pomiickou.

Za sestaveni rovnice (1) nebo ndpad s pomocnym osmithelnikem udélte 3 body (z toho 1 bod za spravna
odtuvodnéni potfebnych shodnosti thlt a trojthelnikd pomoci vét sss ¢&i sus), dalsi 2 body za popis
konstrukce feseni. Pokud v jinak uplném feSeni chybi jakékoli zdtivodnéni, Zze bod S je vnitinim bodem

osmithelniku ABCDEFGH, strhnéte 1 bod. Dikaz spravnosti konstrukce (jez je zfejmé) neni nutné
uvadet.

4. Martin vypocital hodnotu (z + y)z misto = + yz, takze podle zadéani plati
(r+y)z— (x+yz) =2004, neboli z-(z—1)=2004=12-167,

pfi¢emz 167 je prvocislo. Cinitele z a z — 1 uré¢ime, kdyz si uvédomime, ze z je dvojmistné
Cislo, takze 9 < 2z — 1 < 98. Vidime, Ze nutné z — 1 = 12 a z = 167, odkud z = 13.
Martin tedy vypoc¢ital &slo V = (167 + y) - 13. Cislo V je tedy étyfmistné, a ponévadz se
¢te odpredu stejné jako odzadu, ma tvar abba = 1001a + 110b. Protoze 1001 = 13 - 77,
musi platit rovnost (167 + y) - 13 = 13 - 77a + 110b, z niZ plyne, Ze ¢islice b je délitelna
tfinacti, takze b = 0. Po dosazeni dostaneme (po déleni tfinacti) rovnost 167 +y = 77a,
kterd s ohledem na nerovnosti 10 < y < 99 znamend, Ze ¢islice a se rovna 3, tudiz y = 64.

V druhé ¢asti feSeni jsme mohli postupovat rovnéz nasledovné. Pro éislo V' = (167 +
+ y) - 13 vychazeji z nerovnosti 10 < y < 99 odhady 2301 = V < 3458. Zjistime proto,
ktera z ¢isel 2002, kde b € {3,4,5,6,7, 8,9}, a ¢isel 3bb3, kde b € {0, 1,2, 3,4}, jsou délitelna
tfinacti. I kdyz lze téchto dvanéct ¢isel rychle otestovat na kalkulacce, udélejme to obecné
jejich casteénym vydélenim t¥inécti:

2062 = 2002 + 110b = 13 - (154 + 8b) + 6b,
3063 = 3003 + 110b = 13 - (231 + 8b) + 6b.

Vidime, ze vyhovuje jediné cislo 3bb3 pro b = 0, kdy 167 + y = 231, takze y = 64.
Odpoved: Zaci méli pocitat priklad 167 4 64 - 13, tedy = = 167, y = 64 a z = 13.

Za Uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za sestaveni rovnice (z + y)z — (x + yz) = 2004, 1 bod za jeji
upravu do souéinového tvaru z(z — 1) = 2004, 2 body za nalezeni ¢initeld z a z — 1 a 2 body za diskusi
o délitelnosti cisel abba cislem 13.




