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1. Urcete vsechny trojice (x,y, z) redlnych ¢isel, pro néz plati

8 8 8
m2+y2+22§6+min{x2——,y i 22——4}.

(J. Svréek)

Reseni. Vyhovuje-li n&jaka trojice (z,y, z) € R® (zyz # 0) podminkdm tlohy, je Fese-
nim nésledujici soustavy nerovnic

8 8
eyt 42 S6+a% - — +y*+2° <6,
T
2 8 . 2 8 2
Pyt + 22 <64y — —, tj. r° + — +2° =6,
y* y
2 2 2 8 8
4y 4z <6—l—z—;, z? + y? +—<6

Sectenim vsech tii nerovnic této soustavy dostaneme nerovnici

8 8 8
(—4+x2+x2)+ <—4+y2+y2>+<—4+22+22) <18.
T Y z

Vyrazy v kazdé ze tfi zavorek na levé strané lze odhadnout uzitim nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primérem trojice kladnych ¢isel. Obdrzime tak postupné

8 8 8
18>( +:1:+:1:)+< +y—|—y)—|—( +z—l—z):
>3 \/ cx? - m2—|—3f/ i cy? - y? +3\/ c22- 22 =18.

Odtud plyne, ze v kazdé ze t¥i pouzitych nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
prameérem nastane rovnost, takze prislusné trojice ¢isel ma vzdy tii stejné slozky. Musi
tedy soucasné platit
8 8 8

—4:$2, _4:y27 _42227

Y z
tj.

6 — 6= ,6—3g,

7 posledni podminky bezprostiedné plyne

(7,9,2) = (e1V2,62V2,3V2), kdee; € {~1;1} proi = 1,2,3. (1)
Vzhledem k uzité dasledkové pravée je nutno provést zkousku, pomoci niz zjistime,
ze vSech 8 trojic redlnych ¢isel uréenych vztahem (1) vyhovuje podminkam tlohy.
Jiné FeSeni. Necht trojice (z,v, z) € R (zyz # 0) je feSenim dané tilohy. Ozna¢me
A =min{z? y?, 2*} > 0.
Potom plati

rnilrl{x2—§4,y2—E 22—§}:A—i.
€T )



Proto téz

8 8 8
A+A+A§x2+y2+22§6+min{m2—g,y2—g,22—z—4}:

8

Po tupravé dostaneme nerovnost, jejiz pravou stranu odhadneme uzitim nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primérem:

8 of 8
6§A+A+ﬁ§3 A-A- 5 =6

To znamena, ze ve vSech uzitych nerovnostech musi nastat rovnost, proto
2=A=2z12=y?=22

Zkouskou opét ovéfime, Ze vSechny trojice uréené vztahem (1) jsou FeSenim zadané
nerovnice.

2. Pro libovolné prirozené cislo n sestavme z pismen A a B vSechna moznd ,slova“
délky n a oznacme p,, pocet téch z nich, kterd neobsahugji ani ctverici AAAA po sobé
jdoucich pismen A, ani trojici BBB po sobé jdoucich pismen B. Urcete hodnotu
vyrazu

P2004 — P2002 — P1999
P2001 + P2000

(R. Kucera)
Reseni. Pocet vyhovujicich slov délky n, ktera konéi pismenem A, resp. B, ozna¢me

Qnp, resp. b,. Plati
Pn = apn + bn (1)

Necht n = 4. Vyhovujici slovo konéici pismenem A mé jednu z koncovek BA, BAA,
nebo BAAA. Pocet slov prvniho typu je b,,_1, druhého typu b, _o, tfetiho typu b,_3.
Proto

Qp = bn—l + bn—2 + bn—3- (2)

Podobné pro n = 3 méa vyhovujici slovo kon¢ici pismenem B jednu z koncovek AB,
ABB, tudiz
bn = ap-1+ ap—2. (3)

Necht dale n = 6; kazdé z ¢isel b; ve vztahu (2) vyjadfeme pomoci (3), dostaneme
tak
ap =bp_1+bp2+ bn—3 =

= (an—2 + CLn—3) + (an—3 + CLn—4) + (an—4 + an—5) = (4)
=ap_2+2an_3+ 204+ an_s.

Podobné dostaneme

bn =0Qp-1+ap—2 =
= (bn—2 + bn—3 + bn—4) + (bn—3 + bn—4 + bn—5) = (5)
=bp 2+ 2bn—3 +2by 4 + bn—5-
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Sectenim vztahd (4) a (5) dostaneme dle (1)

Pn = Pn—2 + 2Pn—3 + 2Pn—a + Pn—s.
Proto pro libovolné ptirozené ¢islo n = 6 plati

Pn — Pn—2 — Pn—5

= 27
Pn—3 + Pn—a
tudiz zadany zlomek mé hodnotu 2 i pro n = 2004.
3. V roviné je dana kruznice k a 121 jejich secen p1,pa, ..., p121. Uvnitr této kruznice

je na kazZdé primce p; dan bod A;. Dokazte, Ze na kruznici k existuje bod X takovy,
ze usecka A; X svird s primkou p; uhel mensi nez 21° pro nejméné 29 riuznych
indexi i. (J. Simsa)

Reseni. Pro libovolné i, 1 <4 < 121, oznaéme M; mnozinu viech bod@ X kruznice k,
pro néz usecka A; X svird s odpovidajici pfimkou p; thel velikosti mensi nez ¢ = 21°.
Mnozina M; je zfejmé tvorena dvéma oblouky X;Y; a U;V; (obr. 1). Obéma uvazovanym
oblouktm kruznice k£ odpovida dvojice stfedovych uhla X,;SY; a U;SV;, kde S je stted
dané kruznice k. Ukdzeme, ze pro kazdé i € {1,2,...,121} plati | X,;SY;| + |xU;SV;| =
= 4e = 84°.

Obr. 1

V trojuhelniku A;Y;U; je soucet velikosti vnitinich thla pfi vrcholech Y; a U; roven
velikosti vedlejsiho tthlu pfi vrcholu A;, tj. 2. Avsak soucet obou uvazovanych vnitinich
uhld v trojuhelniku A;Y;U; je roven souctu obvodovych thld odpovidajicich oblouktim
X;Y; a U;V;. Ze vztahu mezi obvodovym a stfedovym tithlem dostavame

| X;SY;| + |xU;SV;| = 2 - 26 = 4e = 84°.

Celkové tak 121 uvazovanym tétivam p; a jejich bodiim A; odpovida 121 dvojic obloukt
X,;Y; a U;V; kruznice k s celkovou obloukovou délkou 121 - 84° = 10164°. Pokud kazdy
bod X kruznice k néalezi nejvyse 28 mnozindm M;, musi byt uvedeny soucet vsech
obloukovych délek nejvyse roven 28 - 360° = 10080°, coz neplati. Proto existuje aspon
jeden bod kruznice k, ktery nalezi soucasné aspon 29 mnozinam M;, coz jsme méli
dokézat.



Pozndmka. Ze obéma obloukiim X,Y; a U;V; odpovida dohromady st¥edovy tihel 4e,
nahlédneme snadno i z obr. 2, nebot oblouky U/Y; a U;V; jsou shodné.

Obr. 2

4. Zjistete, pro kterd prirozend cisla n je soucet

n n n
ﬁ+i+...+a

¢islo celé. (E. Kovac)

Reseni. Pron = 1,2, 3 je dany soucet roven celym ¢&isléim 1, 3, resp. 5. Piedpokladejme
proto dale, ze n > 3. Jednoduchou tpravou dostaneme

non n n no_

U TR o) R P DT Ay
~nn—-1)-...-24nn—-1)-...-3+...+nn—-1)+n+1
B (n—1)! '

Je-li posledni zlomek celé ¢islo, je nutné cislo n — 1 délitelem jeho citatele. Proto je
¢islo n — 1 délitelem cisla n 4 1. Protoze nejvétsi spoleény délitel dvou ¢isel je délitelem
i jejich rozdilu, je nejvétsi spolecny délitel ¢isel n — 1 a n + 1 délitelem cisla 2, takze
n—1 € {1,2}, coz je ve sporu s predpokladem n > 3.

Dany soucet je celé ¢islo pro piirozena €isla n z mnoziny {1, 2, 3}.

5. Necht L je libovolny vnitrni bod kratsiho oblouku CD kruinice opsané ctverci
ABCD. Oznacme K prisecik primek AL a CD, M prusecik primek AD a CL a N
prusecik primek MK o BC. Dokazte, Ze body B, L, M, N leZi na téZe kruznici.

(J. Svrcek)

Reseni. Uhlopticka AC je primérem kruznice opsané étverci ABCD, takze podle Tha-
letovy véty je tthel ALC' pravy (obr.3). Bod K je tak prusecikem vysek CD a AL
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Obr. 3

v trojuhelniku ACM, takze i primka M K je kolméa na AC' a protina stranu BC daného
¢tverce v jejim vnitinim bodé N, nebot MK || DB.
Nyni lze tvrzeni tlohy dokazat nékolika zptisoby.

1. Ctyithelniky BCLD a K LM D jsou tétivové, proto podle véty o obvodovych tihlech
postupné plati

|XNBL| = |<CBL| = |[«CDL| = |«xKDL| = |«xKML| = |<xNML]|.

Protoze body B a M lezi v téze poloroviné vytaté piimkou N L, lezi body B, L, M, N
na téze kruznici.

2. Protoze M N || DB, je |xMNC| = 45°, rovnéz uhel BLC nad tétivou BC kruz-
nice £k ma velikost 45° (obr.4), je tedy |<xBLM| = |[xBNM| = 135°. Body L a N
ziejmé lezi v téze poloroviné vytaté primkou M B, proto lezi body B, L, M, N na téze
kruznici.

C N B C N B
~ ]
//// P
L /,/ L

> K

Za8 N
M D A M D A

Obr. 4 Obr. 5

3. Oznacme P patu vysky z vrcholu M na stranu AC a uvazujme ¢tyiahelniky ABN P,
APKD a DKLM (obr.5). Podle Thaletovy véty jsou vSechny t¥i ¢tyfuhelniky tétivové.
Vrchol C' daného c¢tverce ABCD lezi vné kazdé ze tii kruznic opsanych uvazovanym
tétivovym c¢tyrihelniktim, takze uzitim véty o mocnosti bodu C' ke kruznicim opsanym
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po tadé ¢tyruhelnikim ABN P, APK D, DK LM obdrzime nasledujici t¥i rovnosti

|CN[-|CB| = |CP[-|CA],
|CP|-|CA] = |CK]-|CD|,
|CK[-|CD] = |CL] - |CM],

z nichz bezprostiedné vyplyva rovnost
|CN|-|CB|=|CL|-|CM|.

Odtud jiz plyne, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici.

6. Necht Ry znaci mnoZinu vsech kladnych redlnych cisel. Uréete véechny funkce f:
Ry — Ry, které pro libovolnd kladna cisla x, y splniugi rovnost

2?(f(z) + f(y) = (@ +9) f(f(2)y).

(P. Kanovsky)

Reseni. Necht f je libovolna z hledanjch funkci. Oznaéme f(1) = p, vzhledem k pod-
minkam tdlohy plati p > 0.
V daném vztahu polozme x = 1, y = 1. Po upravé dostaneme

p=f(p) (1)

V daném vztahu dale polozme x = p, y = 1. Potom

P (f(p)+p) =+ 1)f(f(p)
a podle (1) vyjde
2p° = (p + 1)p.

Tato algebraicka rovnice ma tii readlné koteny — %, 0, 1. Jediny kofen vyhovujici podmince
p>0jep=1, tedy
f(1) =1 (2)

Necht t je libovolné kladné realné ¢islo. V daném vztahu polozme z = 1, y = t,
takze vzhledem k (2) dostaneme

L+ f(t)= (1 41t)f(t).
Odtud po aprave
(3)

Dosazenim snadno ovéfime, ze funkce f(t) = 1/t vyhovuje rovnici ze zadani.
Funkce urcend vztahem (3) je jediné feseni dané ulohy.



