54. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy doméciho kola kategorie C

1. Necht a, b, ¢, d jsou takovd redlnd c¢isla, Ze a + d = b+ c. DokaZte nerovnost
(a—=b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) 2 0.

RESENI. Vyjadiime-li z rovnosti v pfedpokladu napf. d = b+ ¢ — a a dosadime-li
tuto hodnotu do levé strany dokazované nerovnosti, postupné dostaneme:

(a—b)(a=b)+(a—c)la—c)+ (b+c—2a)(b—c) =
=a® — 2ab+ b* + a® — 2ac + ¢ 4+ b* + bc — 2ab — be — ¢* + 2ac =
= 2a% — 4ab + 2b* = 2(a® — 2ab + b*) = 2(a — b)*.

Tento vyraz je nezadporny pro vSechna realna ¢isla a, b, ¢imz je dand nerovnost dokadzana.

Jiné fesSeni. Nejprve ponechdme podminku a + d = b + ¢ stranou a ukazeme, Ze
vyraz z levé strany dokazované nerovnosti lze upravit na soucin. Prvni ¢ast vyrazu,
sou¢in (a — b)(c — d), je roven nule v pfipadech, kdy a = b nebo ¢ = d; druha cast
vyrazu, soucet (a —c¢)(b—d) + (d — a)(b — ¢), ma rovnéz v obou piipadech a = b, c =d
nulovou hodnotu, takze musi byt délitelny souc¢inem (a —b)(c—d). Pfesvéd¢ime se o tom
roznasobenim a naslednym postupnym vytykanim:

(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—c) = (ab—bc — ad + cd) + (bd — ab — cd + ac) =

(=bc+bd) + (—ad + ac) = —=b(c — d) + a(c — d) =
= (a—0b)(c—d).

Dokazovanda nerovnost mé proto tvar
2(a = b)(c—d) 20,
do kterého nyni dosadime ¢ — d = a — b. Dostaneme tak nerovnost
2(a — b)* 20,

ktera plati pro vSechna realna ¢isla a, b. Tim je dané nerovnost dokazana.

NAVODNE ULOHY:
1. Necht pro libovolna redlna &isla a, b, ¢ plati a + b+ ¢ = 0. Dokazte rovnost

a® 4+ b + ¢ = 3abe.

[a® + b3 — (a + )% = a® + b2 — a® — 3a2b — 3ab® — b3 = —3ab(a + b) = 3abc.]
2. Dokazte, ze pro vsechna realna cisla a, b, c plati

be(c —b) + ac(a —¢) + ab(b—a) = (a—b)(b—c)(c—a).



2. Zjistéte, pro kterd prirozend ¢isla n (n 2 2) je mozno z mnoziny {1,2,...,n — 1}
vybrat aspon dvé navzajem riznd sudd cisla tak, aby jejich soucet byl délitelny
cislem n.

RESENI. Je-li n sudé a v dané mnoziné jsou suda éisla 2 a n — 2, pficemz 2 < n — 2,
je jejich soucet 2 + (n — 2) = n délitelny ¢islem n. Z podminky 2 < n — 2 tedy plyne, Ze
vSechna sudéa ¢isla n > 4 vyhovuji podmince tulohy.

Z mnozin {1} (pro n = 2) a {1,2,3} (pro n = 4) zfejmé nelze pozadovany vybér
provést.

Je-li n liché, mizeme pro n > 7 z dané mnoziny analogicky vybrat tii sud4 ¢isla 4,
n—3,n—1, pficemz 4 < n—3 <n—1, se sou¢tem 4+ (n —3) + (n — 1) = 2n, ktery je
délitelny cislem n.

Z mnozin {1,2} (pro n = 3), {1,2,3,4} (pron =5) a {1,2,3,4,5,6} (pron =T7)
zfejmé nelze vybrat ani dvé, ani tfi rizna suda ¢isla s pozadovanou vlastnosti.

Podmince tlohy vyhovuji ¢islo n = 6 a vSechna pfirozena ¢isla n = 8.

NAVODNE ULOHY:
1. Najdéte v8echna p¥irozend &isla n, pro kterd lze z mnoziny {1,2,...,n} vybrat nékolik
navzéajem riiznych &isel, jejichz soudet je délitelny ¢islem 2n. [n 2 3]
2. Pro kter4 pfirozena &isla n lze z mnoziny {1,2,...,n} vybrat nékolik navzijem rtiznych
&isel, jejichz souéin je délitelny ¢islem n?? [Viechna slozena ¢isla n > 4.]

3. Vlibovolném konvexnim ctyruhelniku ABC D oznacme E stred strany BC' a F stied
strany AD. Dokazte, Ze trojuhelniky AED o BFC maji stejny obsah, praveé kdyz
jsou strany AB a C'D rovnobézné.

RESENI. Pfi¢ka EF daného ¢tyiahelniku ABCD je v kazdém z trojuhelnikt AED
i BFC téznici (obr. 1), coz znamena, Ze pro jejich obsahy plati

S(AED) = 2S(FED) = 2S(FEA),

1
S(BFC) = 28(FEC) = 2S(FEB). (L)
D C
F
FE
A
B
Obr. 1

Oba trojuhelniky F'ED, FEC maji spole¢nou stranu F'E a jejich obsahy jsou stejné,
pravé kdyz CD || FE. Podobné i trojuhelniky FFEA, FEB maji spole¢nou stranu FE
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a jejich obsahy jsou stejné, pravé kdyz AB || FE. Proto maji-li trojahelniky AED
a BFC stejny obsah, je CD | FE a AB || FE, tedy AB || CD.

Je-li obracené AB || CD, je stfedni pticka EF' lichobézniku ABCD rovnobézna
s obéma zékladnami AB a CD, takze dle pfedchozi uvahy S(FED) = S(FEC) a po-
dle (1) také S(AED) = S(BFC). Tim je tvrzeni tlohy dokézano.

NAVODNE ULOHY:

1. Dokazte, ze v kazdém lichobézniku ABCD se zadkladnami AB a CD jsou si rovny
obsahy trojahelniki ADP a BCP, kde P je prusecik thloptic¢ek lichobé&zniku. [Uvazte,
Ze pravé o zminéné trojuhelniky se lisi trojuhelniky ABC a ABD.]

2. Dokazte, ze v kazdém trojuhelniku ABC' je obsah trojuhelnika ABP, BCP a CAP
stejny, pravé kdyz P je tézistém trojuhelniku ABC. [S(APC) = S(BPC), pravé kdyz
bod P lezi na téznici z vrcholu C']

4. Tri étyrmistnd ¢isla k, 1, m jsou stejného tvaru ABAB (1j. ¢islice na misté jednotek
je stegnd jako cislice na misté stovek a cislice na misté desitek je stejna jako cislice
na misté tisicti). Cislo | md &islici na misté jednotek o 2 vétsi a éislici na misté
desitek o 1 mensi nez ¢islo k. Cislo m je souctem c¢isel k a | a je délitelné deviti.
Urcete vsechna takova cisla k.

RESEN{. Aby bylo é&islo m = CDCD délitelné deviti, musi byt soucet 2(C + D)
jeho cislic délitelny deviti, tudiz i sou¢et C'+ D musi byt délitelny deviti, neboli ¢islo
CD musi byt délitelné deviti.

Ma-li ¢islo k ¢islice A, B, A, B, ma ¢islo [ ¢islice A—1, B+2, A—1, B+ 2. Jelikoz
¢islo B+ (B 4+ 2) = 2B + 2 je sudé, je ¢islice D ¢isla m = k + [ suda. Proto pfipadaji
vzhledem k délitelnosti deviti v itvahu jen tato cisla m: 1818, 3636, 5454, 7272, 9090.
Protoze ¢islice C' je ve vSech pripadech liché a soucet ¢islic A + (A —1) = 24 — 1 je
rovnéz lichy, nemuze byt B+ (B +2) > 10, tedy B+ (B+2)=Da A+ (A—-1)=C.
Odtud uz snadno urc¢ime odpovidajici ¢islice C, D a ¢isla k, | zapiseme do nasledujici
tabulky:

m | 1818 |3636 | 5454 | 7272 9090
k11313 |2222 | 3131 [4040 |neexistuje
[ 10505 [1414 | 2323 |3232 | neexistuje

Cislo 0505 neni étyfmistné, proto jsou fesenim tlohy pouze &isla k € {2222,3131,
4040}

NAVODNE ULOHY:

1. Trojmistné cislo m je dé€litelné Cislem 18 a lze je napsat jako soucet cCisla dvojmistného
a jeho padesatindsobku. Uréete vSechna &isla m této vlastnosti. [m = 51 - 18]

2. Najdéte vSechna trojmistna cisla, kterd maji tu vlastnost, ze soucet druhych mocnin
jejich cislic je 118 a soucet jejich cislic se rovna poslednimu dvojcisli uvazovaného
trojmistného éisla. [916]

3. K ptirozenému c¢islu m zapsanému stejnymi Cislicemi jsme pricetli ctyfmistné ptrirozené
Cislo n. Ziskali jsme Ctyfmistné Cislo s opa¢nym poradim cislic, nez ma cislo n. Urcete
vSechny takové dvojice ¢isel m a n. [MO C 52-1-5]



5. Urcete pocet vsech trojic dvojmistnych prirozenych cisel a, b, c, jejichZ soucin abe
ma zdpis, ve kterém jsou vsechny cislice stejné. Trojice lisici se pouze poradim cisel
povaZujeme za stejné, tj. zapocitdvame je pouze jednou.

RESEN{. Pro dvojmistna éisla a, b, ¢ je souéin abc &islo étyimistné, nebo pétimistné,
nebo Sestimistné. Jsou-li proto vSechny cislice ¢isla abc rovny téze cislici k, plati jedna
z rovnosti abc = k- 1111, abc = k- 11111 & abec = k- 111111, k € {1,2,...,9}.

Cisla 1111 = 11-101 a 11-111 = 41 - 271 maji ovSem ve svém rozkladu trojmistna
prvocisla, takze nemohou byt souc¢inem dvojmistnych cisel. Zbyva proto jedind moznost:

abc=Fk-111111=k-3-7-11-13 - 37.

Podivejme se, jak mohou byt prvocisla 3, 7, 11, 13, 37 rozdélena do jednotlivych
Cinitelt a, b, c. Protoze souciny 37-3 a 3-7-11 jsou vétsi nez 100, musi byt prvocislo 37
samo jako jeden cinitel a zbyla ¢tyfi prvocisla 3, 7, 11, 13 musi byt rozdélena do dvojic.
Jelikoz i soucin 11 - 13 je vétsi nez 100, pripadaji do ivahy pouze rozdéleni na cinitele
3-11, 7-13 a 37, nebo na c¢initele 3-13, 7- 11 a 37. K témto ¢initelim jesté piipojime
mozné Cinitele z rozkladu ¢islice £ a dostaneme feSeni dvou typi:

0 =33ki, b=91, ¢ =37k, kde k1 € {1,2,3}, ks € {1,2},
a=39%1, b="77, c=3Tky, kdek; € {1,2}, ko € {1,2},

Hledany pocet trojic ¢isel a, b, c je tedy 3-2+ 2 -2 = 10.

NAVODNE ULOHY:

1. Urcete pocet vSech dvojic dvojmistnych pfirozenych cisel a, b, jejichz souin ab ma
zapis, ve kterém jsou vSechny Cislice sudé a stejné. Dvojice lisici se pouze poradim cisel
povazujeme za stejné, tj. zapocitdvame je pouze jednou. [6]

2. Urcete pocet vSech dvojic trojmistnych prirozenych ¢isel a, b, jejichz soucin ab ma zapis,
ve kterém jsou vsechny cislice stejné. Dvojice lisici se pouze poradim ¢isel povazujeme
za stejné, tj. zapoditdvame je pouze jednou. [26]

6. V trojuhelniku ABC' se stranou BC' délky 2 cm je bod K stredem strany AB. Body L
a M rozdéluji stranu AC' na tri shodné usecky. Trojuhelnik K LM je rovnoramenny
a pravouhly. Urcete délky stran AB, AC' wvsech takovych trojuhelniku ABC.

RESENT. Body L a M na strané AC zvolime tak, aby |AM| = |M L| = |LC|. Téznice
KO trojahelniku K LM je stiedni pfickou trojthelniku ABC), plati tedy |[KO| = 3| BC|,
|AC| = 6|MO| a |AB| = 2|AK]|. Rozlisime tii moZnosti:

(a) Necht |[KL| = |[KM]| (obr.2). Pak je |xMKL| = |xMOK| = 90° a |[MO| =

C




= |KO)|. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AKO plyne

|AK| = /(3]MO|)? + |[KOJ2 = \/10|KO|? = V10|KO| = 1V/10|BC),
takze

|AB| = 2|AK| = V10|BC| = 2V/10 cm,
|AC| = 6|MO| = 6|KO| = 3|BC| = 6 cm.

(b) Necht |ML| = |[MK]| (obr.3). Pak je |[xKML| = 90° a |[AM| = |ML| =

Obr. 3

= |M K| =2|MO|. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik K MO plyne

[KO| = v/[MOP + (2]MO|)? = V5|MO)|,

takze
6
|AC| = 6|MO| = |BC| = f
\/_
Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AK M plyne
2 V10
|AK| = \/|AM? + [MK|2 = V2|MK| = 2V/2|MO| = £|KO\ —|BC|,
takze /A0
2 44/10
|AB| = 2|AK| = —|BC\ . om
(c) Necht |[ML| = |KL| (obr.4). Pak je | xMLK| = 90°. Je tedy |KL| = |ML| =
C
L
MO
A K B
Obr. 4

=2|LO| =2|MO| a|AL| = |AM|+|ML| = 4|MO|. Z Pythagorovy véty pro trojihelnik
K LO tak plyne

[KO| = V/ILOPR + (2|LOJ)? = V5| LO],
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takze

|AC| = 6|MO| = 6|/LO)| = ?cm.

3
—|BC| =
v57¢
Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik AK L plyne

|AK| = /AL + |[LK[? = /(4|LO|)? + (2|LO|)? =
= 2V5|LO| = 2|KO| = |BC| = 2 cm,

takze
|AB| = 2|AK| =2|BC| =4cm.

NAVODNE ULOHY:

1. Trojahelnik mé délky stran 4cm, 5cm, 6 cm. Urcete velikosti vysek a téznic tohoto
trojuhelniku. [Navod: Ozna¢me = vzdalenost paty vysky od stfedu strany délky 4, pak
podle Pythagorovy véty (2 + z)2 + 62 = (2 — x)? + 52, atd.]

2. Obdélnik ABCD ma4 strany délek a, b. Bod M je patou kolmice vedené vrcholem B
k thloptiéce AC. Vypoctéte délky usecek AM, CM, BM. [|[MB| = ab/+Va? + b2,
|AM| = \/a? — |[MB|?2.]



