54. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni casti I. kola kategorie A

1. Urcete pocet vSech nekonecnych aritmetickych posloupnosti celych cisel, které maji
mezi svymi prvnimi deseti ¢leny obé ¢isla 1 a 2005.

2. V rovnobézniku ABCD plati |AB| > |BC|. Ozna¢me K, L, M a N po fadé body
dotyku kruznic vepsanych trojuhelnikim AC'D, BCD, ABC a ABD s ptislusnou
uhloptickou AC, resp. BD. Dokazte, ze KLM N je obdélnik.

3. Zjistéte, pro kterad pfirozena cisla £ ma soustava nerovnic
1 2
k(k —2) < (k-l—E)xgk (k +3)

s neznamou x a parametrem k pravé (k + 1)? feseni v oboru celych é&isel.

Skolni — klauzurni ¢ast I. kola kategorie A se kond
v utery 7. prosince 2004

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodt, tspésnym Tfesitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodt
nebo vice. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahajenim soutéze.
Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby, skolni MF
tabulky a kalkuladtory bez grafického displeje.



54. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie A

1. Posudme otézku, pro které celociselné aritmetické posloupnosti (a;);-, existuji
indexy 7,7 € {1,2,...,10} takové, ze a; = 1 a a; = 2005. Zdiraznéme, Ze takova dvojice
indext (i, j), pokud viibec existuje, je jedina, nebot v nekonstantni aritmetické posloupnosti
se kazdé cislo vyskytuje nejvyse jednou.

Predpokladejme, ze zminéné indexy ¢ a j zndme, a pomoci nich vyjadireme prvni ¢len
a1 a diferenci d dotycné posloupnosti. Protoze obecny clen aritmetické posloupnosti ma
vyjadfeni ar, = a1 + (k — 1)d, dostavame soustavu rovnic

a;=a1+(i—1)d=1 a a; =a1+ (j —1)d = 2005,
kterou snadno vytesime vzhledem k nezndmym a4, d:

2004
=

2004(i — 1)
ap =1-—7.
J—1

d

Takové hodnoty a1, d jsou celd ¢isla, pravé kdyz je pfirozené éislo |j—i| délitelem ¢isla 2 004,
takZe |j — i| musi byt jedno z ¢isel 1, 2, 3, 4 nebo 6 (z podminky i,j € {1,2,...,10} totiz
plyne |j —i| < 10 a ¢islo 2004 jiné jednomistné délitele nema). Hledany pocet posloupnosti
je proto roven poc¢tu dvojic indexi (4, j) vybranych z mnoziny {1, 2,...,10}, pro které plati
|7 —1i| € {1,2,3,4,6}. Takovych dvojic (i,7) je pofadé 2-9,2-8,2-7,2-6 a 2 -4, takze
vSech posloupnosti je 18 + 16 + 14 + 12 + 8 = 68.

Za uplné feseni udélte 6 bodd. Za takové povazujte i feseni, ve kterém neni vyslovné uvedeno, ze v dané

aritmetické posloupnosti jsou podminkami a; = 1, a; = 2005 indexy 4, j ureny jednoznac¢né. Pokud fesitel
urci spravné pocet 34 posloupnosti s kladnou diferenci d, av§ak moznost d < 0 opomene, strhnéte 2 body.

2. Rovnobéznik ABCD je utvar stfedové soumérny podle priseciku S thlopticek
AC, BD (obr. 1). Proto jsou podle stfedu S soumérné sdruzené trojuhelniky ACD a CAB,
tudiz i jejich kruznice vepsané a odpovidajici si body dotyku K a M. Totéz platii o dvojici

D C

Obr. 1

bodia L a N. Dochéazime tak k zavéru, ze KLM N je rovnobéznik. (Moznosti K = M = S
nebo L = N = S jsou vylouceny podminkou |AB| > |BC|, jez zarucuje, Ze zminéné
trojuhelniky nejsou rovnoramenné se zékladnou AC' nebo BD, takze se vepsané kruznice
nedotykaji téchto stran v jejich stfedu.)



Provedena tivaha o stfedové soumérnosti vSak nestaci k diikazu toho, ze rovnobéznik
KLMN je obdélnik, tj. ze ma shodné thlopiicky KM a LN. K tomu budeme muset pro-
vést vypocet zalozeny na znamych vzorcich, které vyjadiuji vzdalenosti vrcholti obecného
trojihelniku od bodi dotyku kruznice vepsané pomoci délek stran tohoto trojuhelniku
(obr. 2):

v |BR| - Q| — EFI+1EGI - |FG|

2
FG|+|FE| - |EG
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Obr. 2

Pfipomenme, zZe tyto vzorce plynou ze soustavy rovnic
r+y=|FEF|, y+z=|FG|, x+z=|EG|.

Vratme se k na$i Gloze a v daném ctyfahelniku ABCD oznacme jesté délky a =
= |AB| = |CD|, b = |BC| = |AD|, e = |AC| a f = |BD|. Podle vzorcu uvedenych vedle

obr. 2 plati rovnosti

f+b—a
T:\DN\.

h—
AK|= =% =jeM|  a |BI|=
Z predpokladu ulohy a > b proto plyne |AK| < %e = | AS]|, takze bod K lezi mezi body A
a S a mé od stfedu S vzdalenost
e e+b—a a-—>b
KS|=|AS| - |AK| = - — = .
&S| = |AS| - |AK| = £ - <2 .
Obdobné vyjde, ze body L, M, N lezi po fadé na tseckdch BS, CS, DS a plati rovnosti
ILS| = [MS| = |[NS| = 1(a —b). To dohromady znamen4, Ze ¢tyfuhelnik KLMN mé
shodné tuhlopficky, které se navzdjem puli; je to tedy obdélnik. (Kdyby to byl ¢tverec,
muselo by platit KM L LN, tedy AC 1 BD, coZ je ve sporu s tim, Ze a # b.)
Dodejme, ze v predchozim odstavci jsme podali uplné feseni, které nevyzaduje tivahy
o stredové soumeérnosti z tivodniho odstavce.

Za Uplné feseni udélte 6 bod (absenci zdtivodnéni, pro¢ pravouhelnik K LM N neni étverec, tolerujte).
Dokéaze-li fesitel pouze, ze KLM N je rovnobéznik, udélte 2 body. Chybi-li v jinak tplném feseni potfebné
zdGvodnéni, ve kterych ,,polovinadch“ thlopticek AC, BD body K, L, M, M lezi, udélte 5 bodd.

1
3. Po vydéleni (kladnym) ¢islem k + 7@ upravé zlomki dostaneme ekvivalentni

soustavu nerovnic

k%(k —2)
k2+1

k3(k +3)
k2 +1

A

S

(1)



Abychom ur¢ili, mezi kterymi celymi ¢isly lezi oba zlomky z (1), vydélime nejprve (se zbyt-
kem) mnohocleny z jejich ¢itateld mnohoclenem ze jmenovatele:

(K3 —2k?): (K +1) =k — 2, zbytek —k + 2,
(K* +3k%) : (K* +1) =k* +3k — 1, zbytek — 3k + 1.

Oba vysledky déleni dosadime do (1):

k—2
k241

3k—1

k—2 <o <k*+3k—-1-

Pokud pro ,,zbytkové ¢leny* z obou krajnich vyrazi budou platit nerovnosti

k—2 3k—1<

1 0 =1 3
k2+1< & <k;2+1_ ’ (3)

0=

budou fesenimi soustavy (1) pravé ta celd x, pro kterd plati k — 2 < z < k? + 3k — 2.
Takovych z je
(B* +3k—2)—(k—2)+1=(k+1)?

coz je pravé pocet uvedeny v zadani tlohy.

Snadno vysvétlime, Ze nerovnosti (3) plati pro kazdé k = 2. Tehdy totiz mame 0 =
<k-2<k+1<k?+1, odkud plyne levéa ¢ast (3). Prava ¢ast (3) je ziejma pro kazdé
k = 3 (nebot tehdy 0 < 3k —1 < k? -1 < k?+1);prok =2plati 3k —1 =5 =k? + 1,
takze v (3) iplné napravo nastane rovnost.

Jesté je nutné zjistit, zda pozadovanou vlastnost nema i ,zbylé“ prirozené cislo k = 1;
pro né viak m4 soustava (1) tvar —3 < z < 2, takze ma v celych ¢islech pravé tii fesen,
coZ je méné nez (1+1)2 = 4.

Zaver: Hledana k jsou vSechna prirozena cisla vétsi nez 1.

Pozndmka: Presny pocet celych ¢isel x, jez lezi v intervalu (1), nelze uréit z pouhé
délky tohoto intervalu, nebot ani tato délka, ani zadny z krajnich bodt intervalu neni celé
¢islo. Neni tézké ovérit ekvivalentnimi tpravami, ze pro délku intervalu (1) pfi kazdém
k > 2 plati nerovnosti

K (k+3) kK (k-2)

2_
(k+1)"—1< =53 W21

< (k+1)% (4)

Z nich ovsem plyne pouze, 7ze pocet celych &isel v intervalu (1) je roven bud &slu (k+1)2—1,
nebo ¢islu (k + 1)2. K pfesnému uréeni tohoto poétu se zda byt nezbytné urdit nejmensi
celé ¢islo (k — 2) a nejvétsi celé &slo (k2 + 3k — 2), ktera v daném intervalu lezi.

Za 1plné feseni udélte 6 bodt, z toho 1 bod za urceni intervalu (1), 3 body za rozklady (2) a 2 body za

diskusi o nerovnostech (3). Pokud fesitel uré¢i interval (1) a déle pouze dokaze, mezi kterymi celymi Cisly
lezi jeho délka (nerovnosti (4)), udélte celkem 4 body.



