54. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy Skolni — klauzurni ¢asti |. kola kategorie C

. Najdéte vSechny trojice celych ¢isel =, y, z, pro které plati

x +yz = 2005,
y +xz = 2006.
. Pro kter4 piirozena ¢isla n 1ze z mnoziny {n,n-+1,n+2,...,n%} vybrat ¢tyfi navzajem

ruzna cisla a, b, ¢, d tak, ze plati ab = cd?
. Je dana usecka AB. Sestrojte bod C' tak, aby se obsah trojuhelniku ABC' rovnal

1/8 obsahu S ¢&tverce o strané AB a soucet obsahu ¢tverct o stranach AC a BC' se
rovnal S. Kolik m4 tloha feseni pro dané umisténi tsecky AB v roviné?

Skolni — klauzurni éast I. kola kategorie C se kona
v utery 25. ledna 2005

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, tspésnym Tesitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Tyto tdaje se zakim sdéli pred zahajenim soutéze.
Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby, skolni MF
tabulky a kalkulatory bez grafického displeje.



54. ro¢nik matematické olympiady Reseni tiloh skolni ¢asti I. kola kategorie C

1. Odectenim prvni rovnice od druhé dostaneme

(z-y)(z-1) =1,

odkud plyne, ze bud platiz —y=2—1=1,nebox —y=2—-1=—1.

V prvnim pripadé je z = 2, y = ¢ — 1 a po dosazeni do kterékoli z ptivodnich rovnic
uré¢ime z = 669, takze y = 668.

Ve druhém pripadé je z =0, y = x + 1, takze z = 2005 a y = 2 006.

Resenim jsou dvé trojice z = 669, y = 668, z =2 a = = 2005, y = 2006, z = 0.

Jiné feseni. Z prvni rovnice vyjadiime
z=2005—yz
a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice, kterou upravime:

y + 2005z — yz2 = 2006,
y(1 —2%) =2005(1 — z) + 1.

7 dané soustavy je ziejmé, zZe nemuze byt z = 1, takze miizeme psat

1 2005 !
y(l+2) = + 1o o
Leva strana posledni rovnosti je cela, proto musi byt cela i prava strana. Této podmince
vyhovuje jediné z =0 a z = 2.

Stejné jako v pfedchozim feseni dosazenim do kterékoli rovnice ptivodni soustavy
dopocteme x = 669, y = 668 pro z =2 a x = 2005, y = 2006 pro z = 0.

Za uplné feseni udeélte 6 boda. Za kazdé chybéjici feseni strhnéte 2 body.

2. Pron =1 an =2 mé danid mnozina méné nez ¢tyii prvky.
Jelikoz pro kazdé prirozené cislo n plati

n(2n +2) = 2n(n+ 1),

mohli bychom zvolit a =n, b =2n+ 2, ¢ = 2n, d = n + 1. Tato ¢isla jsou vzajemné rizna
pro kazdé n > 1, nebot pro takova n plati n < n+1 < 2n < 2n+ 2. Jesté zbyva ovéfit, pro
ktera ¢isla n je 2n 42 < n?, aby takto zvolend étyfi éisla a, b, ¢, d byla z dané mnoziny. Je
vidét, ze tato posledni nerovnost plati pro kazdé n > 2, nebot je ekvivalentni s nerovnosti
3< (n—1)>%

Mizeme tedy shrnout, ze pozadovana cisla a, b, ¢, d 1ze z dané mnoziny vybrat pro
kazdé prirozené Cislo n > 2.

Jiné feseni. Pro n =1 a n = 2 ma dand mnozina méné nez Ctyri prvky.
Jelikoz pro kazdé prirozené cislo n plati

n-6n =2n-3n,



mohli bychom zvolit a = n, b = 6n, ¢ = 2n, d = 3n. Tato ¢isla jsou vzajemné rtizné pro
kazdé n, nebot n < 2n < 3n < 6n. Jesté zbyva overit, pro ktera ¢isla n je 6n < n?, aby
zvolena Ctyri ¢isla a, b, ¢, d byla z dané mnoziny. Je vidét, ze tato posledni nerovnost plati
pro kazdé n > 5.

Pro n = 3 vybereme a = 3, b = 8, ¢ = 6, d = 4 (viz pfedchozi feseni), pro n = 4
vybereme a = 4, b = 10, ¢ = 8, d = 5 (viz pfedchozi feSeni), nebo a = 5, b = 12, ¢ = 6,
d = 10 (viz nasledujici pozndmku), pro n = 5 vybereme a = 5, b = 12, ¢ = 10, d = 6 (viz
ptredchozi FeSeni).

Miazeme tedy shrnout, ze pozadovana c¢isla a, b, ¢, d 1ze z dané mnoziny vybrat pro
kazdé prirozené cislo n > 2.

Pozndmka. Ctvefic vzajemné riiznych &isel a, b, ¢, d, ktera spliiuji dané podminky, je
mnoho. Pokazdé je ale tfeba u takové ctvetice urcit, od kterého nejmensiho ¢isla n dané
podminky plati, a pro zbyla prirozena ¢isla n je tieba urcit konkrétni hodnoty c¢isel a, b,
c, d.

Tak napt. je mozné volit a = n, b = 3n+3,¢c = 3n,d = n—+1 pro n > 3, nebo
a=n+1,b=2n+4,c=2(n+1),d =n+2 pron > 3 (viz druhé feseni pro n = 4) apod.
Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za nezdtivodnéni riznosti ¢isel a, b, ¢, d strhnéte 1 bod. Za nezdavodnéni,
ze Cisla a, b, ¢, d patii do dané mnoziny, strhnéte 1 bod. Pti volbé takové obecné Ctverice Cisel a, b, ¢, d, kdy

je tfeba najit konkrétni Cisla a, b, ¢, d pro né€kolik prvnich cisel n, strhnéte 2 body, pokud tato pocatecni
konkrétni ¢isla chybi.

3. Podminka, ze obsah trojihelniku ABC se ma rovnat % obsahu S ¢tverce o stra-
né AB, znamena, Ze vyska trojuhelniku ABC na stranu AB ma délku i|AB |, takze bod C
musi lezet na jedné ze dvou rovnobézek s prfimkou AB vzdélenych %|AB| od primky AB.

Podminka, ze soucet obsahti ¢tvercti o stranach AC' a BC' se ma rovnat obsahu ¢tverce
o strané A B, znamena podle Pythagorovy véty pro trojihelnik ABC), Ze je tento trojuhel-
nik pravouhly s preponou AB, takze bod C' musi leZzet na kruznici se stiedem ve stfedu
prepony AB a polomérem %|AB |.

Konstrukce bodu C' je tedy jednoducha. Obé zminéné rovnobézky ziejmé protnou
kruznici nad pramérem AB ve ¢tyfech bodech (obr.1). Vzhledem k tomu, Ze se jedna
o polohovou tlohu, méa tloha ¢tyri feseni.

Obr. 1

Za uplné feSeni je 6 bodu, z toho 2 body za spravné urceni poctu feseni. Za zjiSténi, ze bod C lezi na
urcenych rovnobézkach s pfimkou AB, udélte 2 body. Za dukaz, ze bod C lezi na Thaletové kruznici nad
prumérem AB, udélte 2 body. Za uvedeni, Ze loha mé dvé feSeni, udélte 1 bod, za uvedeni, Ze lloha méa
Cty¥i fesSeni, udélte 2 body. Pokud nebude uveden zadny pocet feseni, neudélte zadny z 2 boda urcenych
k tomuto ucelu.



