54. ro¢énik matematické olympiady
Ulohy Il. kola kategorie A

. Je-li soucin kladnych redlnych c¢isel a, b, ¢ roven 1, plati nerovnost

a b c
@+ )0+ G+De+])  (crDatD)
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Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

. V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic

r(y+z+1)=y*+ 22 -5,
y(z+x+1) =22+ 2% -5,
2x+y+1)=a>+y> -5

. V roviné je dan rovnoramenny trojuhelnik K LM se zdkladnou K L. Uvazujme libo-
volné dvé kruznice k a [, které maji vnéjsi dotyk a které se dotykaji pfimek K M a LM
po fadé v bodech K a L. Urcete mnozinu dotykovych boda T' vSech takovych kruznic
kal.

. Najdéte vsechny dvojice prirozenych cisel, jejichz soucet ma posledni ¢islici 3, rozdil
je prvocislo a soucin je druhou mocninou prirozeného cisla.

IT. kolo kategorie A se kona
v utery 18. ledna 2005

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feSeni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodil, Gispésnym TeSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomtcky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktm sdéli pred zahdjenim soutéze.



54. ro¢nik matematické olympiady Reseni tloh II. kola kategorie A

1. Po vynasobeni kladnym ¢islem 4(a + 1)(b+ 1)(c + 1) postupnymi ekvivalentnimi
upravami dostaneme:

da(c+1) +4b(a+1)+4c(b+1)
4(ac+ c) +4(ab+b) + 4(bc + ¢)
4(ab+ac+bc+a+b+c)
ab+ac+bc+a+b+c

(@ +1)(b+1)(c+1),
(ab+a+b+1)(c+1),
(abc+ab+ac+bc+a+b+c+1),
(abc + 1).
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Protoze abc = 1, dostaneme po dosazeni do pravé strany posledni nerovnosti nerovnost

ab+ac+bc+a+b+c=6. (1)
. e i , 1 1 1
Dosadime-li jesté do levé strany ab = —, ac = 3 a bc = —, dostaneme nerovnost
c a

@+é)+@+%)+@+%)i&

ktera plati, nebot hodnota kazdé zévorky v levé strané je alespon 2. Pro kazdé t > 0 je totiz
splnéna nerovnost ¢+t~ > 2, v ni% nastane rovnost, pravé kdyz t = 1. (Tento znadmy fakt

lze zdtvodnit napt. ipravou nerovnosti (\f Vit ) = 0, nebo se lze odvolat na nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym pramérem dvou navzajem prevracenych ¢isel.) Zaroven
vidime, Ze rovnost v nerovnosti (1), a tedy i v nerovnosti z textu tlohy nastane, pravé kdyz
plati a = b = ¢ = 1. Tim je TeSeni celé tlohy ukonceno.

Dodejme, ze za predpokladu abc = 1 nerovnost (1) plyne pfimo z nerovnosti mezi
aritmetickym a geometrickym primérem Sestice Cisel ab, ac, bc, a, b, c:

ab+ac+bc+a+b+c
6

>Vab-ac-bc-a-b-c=Vabc=1.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Jestlize Fesitel ziska ekvivalentni nerovnost (1) nebo eliminuje jednu z pro-
ménnych a, b, ¢, avSak dalsiho pokroku nedosdhne, udé€lte nejvyse 2 body. Pokud podminka rovnosti
a =b = c =1 v feSeni chybi nebo neni zdivodnéna, udélte nejvyse 5 bodl. Za poznatek o rovnosti
v piipadé a = b = ¢ = 1 udélte 1 bod jen v pripad€, ze fesitel neziskd zadné jiné dil¢i body. Znamou
nerovnost t +t~1 > 2 je mozné pouit, aniz je v feSeni dokazéna.

2. Odecteme-li od prvni rovnice rovnici druhou, dostaneme postupnymi tpravami:

(zy+zz+z) — (yz+ay+y) = (¥° +2° —5) — (2* + 2% = 5),
(r—y)z+z—y=(y—2)(y+2),
(x—y)(r+y+2+1)=0.

Analogicky odvodime rovnosti

y=—2)z+y+2z+1)=0 a (z-2)(z+y+z+1)=0. (1)



Ve vsech tfech odvozenych rovnicich vystupuje cinitel « + y + 2z + 1. RozliSime proto, zda
je roven nule, ¢i nikoliv.
A. Necht x + y + z + 1 = 0. Pak mtizeme ptivodni soustavu rovnic zapsat takto:

v-(—2)=y*+22-5, y-(~y)=22+2*-5 2z -(—2)=2>+y* -5

Vidime, Ze celd soustava je ekvivalentni s jedinou rovnici 22 +y2 + 22 = 5, kterd (vzhledem
k nezdpornosti druhych mocnin) ma v oboru celych ¢isel pouze takova feSeni, Ze trojice
(22,92, 2?) je (aZ na potadi) trojice (4,1,0), takZe (z,y, 2) je permutace n&které z trojic
(+£2,£1,0). Znaménka ¢isel z, y, z snadno uréime z podminky x +y + z+ 1 = 0: vyhovuje
jediné trojice (—2,1,0) a libovolna jeji permutace. V pfipadé A tedy dostavame praveé Sest
feSeni dané soustavy.

B. Necht x + y + z + 1 # 0. Pak z rovnic odvozenych v ivodu feSeni vyplyva, Ze plati
r = y = z. Tehdy rovnice dané soustavy splyvaji v jedinou rovnici z(2x + 1) = 222 — 5,
které vyhovuje pouze x = —5. V pripadé B tedy mame jediné feseni x =y = z = —5.

Dodejme, ze v prvni ¢asti feseni jsme mohli rovnéz ptivodni soustavu rovnic upravit
do tvaru

P4y 42 -s=zxtytz+)=ylz+ty+tz+) =zz+y+z+1). (2)

Odtud opét dostavame, ze plati bud 2 +y + 2+ 1 =0, nebo z = y = 2.

Odpovéd’: Soustava ma sedm FeSeni: trojici (—5, —5, —5), trojici (—2,1,0) a jeji libo-
volnou permutaci.
Za Uplné feseni udélte 6 bodh. Pokud fesitel ptivodni rovnice vhodné odecte, avSak nedokéze vysledek
rozlozit do souc¢inového tvaru (1), udélte 1 bod, za nalezeni rozklada (1) nebo soustavy (2) udélte 3 body,
dalsi body pfidejte podle tplnosti nésledné diskuse. Ziejmy poznatek o feSeni rovnice 22 +y2 + 22 =5
v oboru celych ¢isel, jakoz i nasledné urceni znamének v rovnosti 2 + 14 0 4+ 1 = 0 mohou byt uvedena
bez vysvétleni.

3. Ukézeme, ze hledanou mnozinu tvoifi body K a L a dale vnitini body oblouku
K L kruznice m(M, | M K|) a oblouku K'L’ stiedové soumérné sdruzeného s obloukem K L
podle stfedu M (obr.1).

Obr. 1



Dokazme nejdfive, ze pfimka MT (obr.2) je (vnitini) spo-
le¢nou tefnou kruznic k a [. P¥ipustme, Ze pfimka MT protne
kruznici k£ v bodech T', T a kruznici [ v bodech T', T5. Pro moc-
nosti bodu M (je to bod te¢ny, proto lezi ve vnéjsi oblasti kazdé
z obou kruznic k a l) k obéma kruznicim plati

|MT|-|MT1| = |[MK|* = |ML]* = |[MT| - |MTz],

odkud |MTi| = |MT3|. Protoze oba body T3, Ty leZi na téze
poloprimce MT, plyne odtud 77 = T5. Obé kruznice k a [ vSak
maji spoleény jediny bod, takze Ty = 15 = T. Proto je MT
spole¢na tec¢na obou kruznic a navic |[MT| = |[MK| = |[ML|, Obr. 2
bod T tedy lezi na kruznici m(M, |M K|).

Protoze ptimka MT' obé kruznice oddéluje, nelezi body K a L uvniti téze poloroviny
urc¢ené primkou MT, ptimka MT protina stranu KL trojuhelniku K LM, a proto bod T
lezi na jednom z krat$ich obloukt KL, K'L’ kruznice m.

Je-li naopak T libovolny vnitini bod jednoho z téchto obloukt (obr. 3), lezi sousedni
konvexni tthly K MT a LM'T na opacnych stranach spoleéného ramene MT'. Z rovnosti
|IMK|=|MT| a |ML| = |MT| pak plyne, Ze do zminénych thli lze vepsat kruznice tak,
aby se dotkly ramen pfislusného tthlu v bodech K a T', resp. L a T. To jsou vyhovujici
kruznice k, [ s dotykovym bodem T'.

Je-li T' = K, vyhovuje libovolné kruznice k dotykajici se pfimky M K v bodé K a lezici
v poloroviné MK L' a kruznice | dotykajici se ramen tthlu KML v bodech K a L (ta je
urcena jednoznacné). Analogicky sestrojime vyhovujici kruznice k a [ pro bod T' = L.

Bod K’ ani bod L’ do hledané mnoziny patfit nemohou, protoze K’ lezi na tecné K M
k libovolné z kruznic k a analogicky bod L’ lezi na teéné LM k libovolné z kruznic [.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt. Pokud fesitel dokaze, ze bod T lezi na zminénych obloucich, avsak neovéri,
ze naopak kazdy jejich bod je bodem dotyku nékteré vyhovujici dvojice kruznic, strhnéte 2 body. Pokud
fesitel pfehlédne existenci bodii T' na oblouku K’L’, strhnéte rovnéz 2 body. Pokud fesitel opomene aspon
jednu z moznosti T'= K, T = L, strhnéte 1 bod.



4. Oznacme z a y hledana disla, pricemz x > y. Protoze p = x — y je prvocislo a pro
nejvétsi spoleény délitel d ¢isel = a y plati d | (x —y) neboli d | p, je bud d = p, nebo d = 1.

Kdyby platilo d = p, méli bychom y = kp a x = y+ p = (k 4+ 1)p pro vhodné
piirozené k, takze soucin xy by se rovnal ¢islu k(k + 1)p?. To ale neni druh4 mocnina
ptirozeného ¢isla (déle strucnéji ,ctverect) pro zadné k, nebot ¢islo k(k + 1) neni nikdy
¢tverec.! Musi proto byt d = 1, takZe &isla x a y jsou nesoudélna. Jejich soucin zy je pak
¢tverec jediné v pripadé, kdy oba éinitelé jsou &tverce, tedy = = u? a y = v? pro vhodn4
u,v € N; u > v, odkud p = z —y = (u—v)(u+v). Takovy rozklad prvoéisla p na sou¢in ma
jediné mozné ¢initele u — v =1 a u + v = p. Odtud snadno plynou rovnosti u = %(p +1)

a v =1(p—1), z nichz pro soudet s = z + y ziskdme vyjédient

2 —1\2 241
2, .2 p+ 1) p p°+

s=x+y=u"+0v°= ( + = :

Y 2 2 2
Dekadicky zapis ¢isla s podle zadani konéi éislici 3, takze zapis éisla p?+1 (rovného ¢éislu 2s)
kondi &islici 6. Zapis ¢éisla p? proto kondéi &islici 5, je tedy nasobkem péti, coz nastane jediné
pro prvocislo p = 5. Dosazenim této hodnoty do odvozenych vzorcii dostaneme u = 3,
v=22=9ay=4. Zkouska je trivialni: 9 —4 =05,9+4=13,9-4 = 6°.

Odpovéd': Podminkam tlohy vyhovuje jedind dvojice ¢isel 9 a 4.

Za Uplné feseni udélte 6 bodt. Za zdivodnéni, ze hledana ¢isla x a y jsou nesoudélna, udélte 2 body, 1 bod
udélte za konstatovani, ze z nesoudélnosti &isel x, y plyne vyjadieni 2 = u? a y = v2, 1 bod za zdavodnéni
vztahu uw — v = 1 a konecné 2 body za diskusi o délitelnosti ¢islem 5 vedouci k urceni hodnoty prvocisla
p = 5. Neziska-li resitel zadné dil¢i body za vyse uvedené polozky, avSak uhodne vysledek, udélte 1 bod.

Z¥ejmy poznatek, ze ¢&islo k(k+ 1) neni ¢tverec, je mozné uzit bez diikazu. Pokud ale chybi jakdkoli zminka
o nutnosti zkousky, udélte nejvyse 5 bodu.

1 Plati totiz k? < k(k + 1) < (k + 1)?, takze ¢islo k(k + 1) lezi mezi dvéma sousednimi étverci. Jiné
vysvétleni lze zalozit na tom, Ze Cisla k, k + 1 jsou navzajem nesoudélnd, takze by obé musela byt
¢tverci, lisicimi se o 1. Takové ¢tverce vSak neexistuji.



