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1. Posloupnost (a,)$2 prirozenych cisel md tu vlastnost, Ze pro kazdé n = 1 plati
Apt1 = Ay + by, kde by, je cislo, které md opacné poradi ¢islic nez ¢islo a,, (zdpis
¢isla b, mize na rozdil od zdpisu ¢isla a,, zacinat jednou nebo vice nulami). Na-
priklad pro ay = 170 plati as = 241, a3 = 383, a4 = 766, ... Rozhodnéte, zda az
muze byt prvocislo. (Peter Novotnyj)

Reseni. Dokazeme, Ze ¢len a; je vidy slozené éislo délitelné jedendcti. Klicem k feSeni
ulohy je kritérium délitelnosti jedenacti. Je-li ¢pcx_1 ... c1co zapis ¢isla m v desitkové
soustaveé, dava ¢islo m pri déleni jedenacti stejny zbytek jako st¥idavy soucet jeho cislic:

zb(m) = Cy)— C1 +co—...+ (—1)kck.

Pro zbytek ¢isla b,,, které ma opacné poradi cislic nez cislo a,, tedy plati, ze je
zb(b,,) = £ zb(a,) podle toho, je-li pocet ¢islic ¢isla a,, lichy ¢i sudy. Proto je-li néktery
¢len uvazované posloupnosti délitelny jedenécti, jsou jedenacti délitelné i vSechny nésle-
dujici ¢leny. Navic jakmile ma néjaky clen a,, uvazované posloupnosti sudy pocet cislic,
je zb(ay) = —zb(by,), takze a,4+1 = a, + by, je uz délitelné jedenacti (a stejné tak i dalsi
¢leny).

Posloupnost (a,,) je zfejmé rostouci. Mé-li ¢len a; sudy pocet ¢islic, bude jiz ¢len
ay slozené cislo délitelné jedenacti s vyjimkou piipadu a; = 10, kdy ovSem a3z = 22.
Staci tedy ukézat, ze i pro ¢isla a; s lichym poctem ¢islic bude mezi prvnimi Sesti
cleny posloupnosti vzdy aspon jeden ¢len se sudym poctem c¢islic. Dokazeme to sporem
v nasledujicim odstavci.

Predpokladejme naopak, ze vsSechna d¢isla aq,as,...,as maji lichy pocet Ccislic.
Oznac¢me ¢ prvni a d posledni ¢islici ¢isla a1, takze 1 S ¢ <9a 0= d <9 (v pfipadé
jednomistného a; klademe ¢ = d). Cislo b; pak bude formalné za¢inat ¢islici d a kondit
Cislici ¢, a protoze predpokladame, ze cislo as = a1 + b1 ma rovnéz lichy, tedy stejny
pocet ¢islic, musi byt ¢+ d < 10. To bude tedy cislice na jeho poslednim misté, zatimco
na prvnim misté bude stat ¢ + d nebo ¢ + d + 1 (podle toho, zda pii s¢itani doslo na
predposlednim misté k prechodu pfres desitku), v kazdém ptipadé bude na prvnim misté
¢islice aspon ¢ + d. Podobné postupné zjistime, ze prvni ¢islice ¢isla ag = ag + by bude
asponl 2(c + d), prvni ¢islice €éisla ay = ag + bs bude aspon 4(c + d), prvni ¢islice ¢isla
as = a4 + by bude aspori 8(c+d) a prvni ¢islice ¢isla ag = as + bs bude asponi 16(c+ d).
Protoze 1 < ¢+ d < 10, nemuze uz zfejmé byt 16(c + d) < 10. Aspori v jednom z ¢isel
as, as, ..., ag se tudiz pocet cislic zvysil z lichého poc¢tu na sudy.

Tim je tloha vyresena. Dokézali jsme, Zze a7 neni nikdy prvocislo.

Pozndmka. Pro a; = 10220 vyjde ag = 185767, coz je prvocislo.

2. Necht m a n jsou prirozend c¢isla takovd, Ze rovnice
(x+m)(z+n)=z+m-+n

md aspon jedno celociselné reseni. Dokazte, Ze plati

< < 2.
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Reseni. Ukazeme, Ze z piedpokladu tlohy plynou silnéjsi odhady
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Danou rovnici nejprve upravime do tvaru
(x+m—1)(z+n)=m.

Je-li v této rovnosti x celé ¢islo, dostavame rozklad prirozeného ¢isla m na soucin dvou
celych ¢isel, ktera tudiz lezi obé bud v intervalu (1,m), nebo v intervalu (—m, —1).
V kazdém pripadé rozdil téchto dvou ¢isel nepfevysuje (spole¢nou) délku obou intervali:

(x+n)—(x+m—1)<m—1, neboli n <2m—2,

odkud plyne dolni odhad (1). Vzhledem k symetrické roli ¢isel m a n plati rovnéz
nerovnost m < 2n — 2, kterd vede na horni odhad (1).

Jiné feseni. S ohledem na symetrii staci uvazovat ptipad m = n a dokdzat horni
odhad (1) z prvniho feSeni, tedy nerovnost m < 2n — 2.
Dané rovnice je tvaru 2 + (m +n — 1)z +mn — m —n = 0 a m4 diskriminant

D=(m+n—-12%—4(mn—-—m—n)=m?>+n?>-2mn+2m+2n+1=
=(m—n+1)*+4n.

Ten musi byt druhou mocninou celého ¢isla, ma-li mit dané rovnice celociselné reseni.
Protoze 4n je kladné sudé ¢islo, je ¢islo D vétsi nez mocnina (m —n + 1)? a méa stejnou
paritu jako jeji zadklad (m—mn+1), ktery je kladny, nebot uvazujeme pouze ptipad m = n.
Proto musi platit D = k2, kde k je celé &islo spliujici podminky k& > m —n +1 > 0
ak=m—n+1 (mod 2). Znamena to, ze k = m — n + 3, takze plati

D=(m-n+1)2+dn=k2Z(m-n+3=m-n+1+2)7?*=
=(m-n+1)2+4(m—n+1)+4.
Odtud plyne nerovnost 4n = 4(m—n+1)+4, neboli m < 2n—2, coz jsme méli dokazat.

Pozndmky. Protoze dvojice tvaru (m,n) = (2n — 2,n) a (m,n) = (m,2m — 2)
vyhovuji podmince tlohy, jsou odhady (1) nejlepsi mozné.

Je mozné popsat vSechny dvojice pfirozenych ¢isel (m,n), které vyhovuji podmince
ulohy, a to zptisobem uvedenym v nasledujicim tvrzeni.

Véta. Necht m an jsou cela ¢isla. Rovnice (x +m)(x+n) = x4+ m-+n ma aspon jedno
celoc¢iselné reseni, pravé kdyz jsou cisla m, n tvaru

m=(a—1)b a n=alb—-1), kde a,beZ. (2)

3. V trojuhelniku ABC, ktery neni rovnostranny, oznac¢me K prusecik osy vnitiniho
thlu BAC' se stranou BC' a L prisecik osy vnitrniho thlu ABC se stranou AC.
Ddle oznacme S stred kruznice vepsané, O stred kruznice opsané a 'V prisecik vysek
trojuhelniku ABC'. Dokazte, Ze ndsledujici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) Primka KL se dotykd kruznic opsanych trojihelnikim ALS, BV'S a BKS.
b) Body A, B, K, L a O lezi na jedné kruznici. (T. Jurik)



Reseni. Oznaéme thly v trojihelniku ABC obvyklym zptisobem. Z vlastnosti bodu
K a L je zfejmé (obr.1), ze body A, B, K, L lezi na kruznici, pravé kdyz |« KAL| =
= |xKBL|, tj. pravé kdyz a = 3.
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Obr. 1 Obr. 2

Piimka K L se dotyka kruznice opsané trojuhelniku BKS (nutné v bodé K), pravé
kdyz se rovnaji usekovy a obvodovy uhel piislusné tétivé KS (obr.2): |<KLKA| =
= |XLBK| = 18 = |XLBA|. Posledni rovnost je ovSem ekvivalentni tomu, Ze body
A, B, K, L lezi na kruznici, coz jak uz vime, je pravé kdyz a = . (Jak je zfejmé ze
symetrie, je to zaroven ekvivalentni tomu, Ze se pfimka KL dotyka kruznice opsané
trojuihelniku ALS.)

Z uvedenych vysledkid plyne, ze sva dalsi zkoumani mtzeme omezit na rovnora-
menné trojuhelniky ABC' se zakladnou AB. Podivejme se nejprve, kdy kruznice opsana
¢tytahelniku ABK L obsahuje bod O. Stfedovy tthel AOB v kruznici opsané trojahel-
niku ABC mé velikost 2, zatimco velikost thlu AK B je 180°—1a—3 = v+1a (obr. 3).
Bod O pfitom nemitize lezet na strané AB (kdyz je tihel v pravy) ani v poloroviné opa¢né
k ABC (kdyz je thel v tupy), protoze v tom piipadé vyjde

|xAOB| + |« AKB| = (360° — 27) + (v + 3a) = 180° + 3o+ 8 > 180°.
Body A, B, K, O tedy lezi na jedné kruznici, pravé kdyz
2y =7+ 2a mneboli «a=f=2y="72°

Zbyva zodpoveédét otazku, kdy se kruznice opsana trojihelniku BVS dotyka
primky K L. V poloroviné KLB existuji dvé kruznice, které obsahuji body B a S
a dotykaji se pfimky KL (Apolloniova tloha, pro bod dotyku 7' z mocnosti bodu L
k takové kruznici plati |LT|?> = |LS| - |LB|). Jednu takovou kruZnici uz zname, je to
kruznice opsana trojuhelniku BK S, jez se piimky K L dotyka v bodé K. Druha kruznice
se tedy dotyké piimky KL v bodé K’ soumérné sdruzeném s K podle stiedu L. Ma-li
kruznice | opsana trojuhelniku BV'S lezet v poloroviné K LB, musi v ni lezet i jeji
bod V, ktery je pak nutné vnitinim bodem tusecky CyC1, jez je Casti osy tusecky AB
(obr.4). Uhel SBV je tedy ostry (jeho velikost je nejvyse % B), proto stfed kruznice [
lezi v poloroviné CyC1B a lezi tam i jeho kolmy prumét (pfipadny bod dotyku) na
pfimku K L. Kruznice [ se tudiz dotykd primky KL jedin€ v pripad€, kdyz je to kruz-
nice opsana trojuhelniku BK S, tedy kdyz body B, K, S, V lezi na jedné kruznici. To
nastane, pravé kdyz |xC1V B| = |<SKB| (to plati bez ohledu na to, zda bod V lezi
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Obr. 3

mezi body C1, S, nebo mezi body Cy, S; obr.4). Z pravouhlych trojuhelniki ABB;
a BV, plyne |£C,V B| = «, takze rovnost |<C1V B| = |<SK B| plati, pravé kdyz

a:”y—l—%a neboli «a = =2y ="T72°

Dokéazali jsme, ze obé podminky a) a b) jsou ekvivalentni tomu, ze trojihelnik ABC
je rovnoramenny s thly a = = 72° a v = 36°.

4. V roviné je ddna usecka AB. Sestrojte mnoZinu téZist vsech ostrouhlych trojuhelniki
ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek V a stred S kruzZnice vepsané
trojuhelniku ABC' leZi na jedné kruznici. (J. Svrcek)

Reseni. Protoze trojuhelnik ABC je ostrothly, lezi body V a S uvniti ného. Ozna-
¢ime-1i velikosti thlt v daném trojuhelniku obvyklym zptsobem, plati (obr. 5)

IXAVB|=180° —~v  a |<)<ASB|:90°+%.

Body A, B, V a S tedy lezi na jedné kruznici, pravé kdyz |<AV B| = |<ASB]|, coz je
podle uvedenych vzorci ekvivalentni s rovnosti v = 60°. Vrchol C' tak nutné lezi na
nékterém ze dvou kruznicovych oblouki, z nichz je vidét usecku AB pod thlem 60°.
Protoze je trojuhelnik A BC' ostrotuhly, musi navic vrchol C' lezet uvnitf pasu vymezeného
kolmicemi k prfimce AB v bodech A a B. Vrchol C je tedy vnitinim bodem takto
vymezenych kruznicovych obloukd KL a M N (obr.6).
thelnikit ABC' je obrazem bodu C' ve stejnolehlosti se stredem Cy a koeficientem %, je
bod T vnitfnim bodem jednoho z obloukt K'L’ nebo M’'N’, jez jsou obrazy obloukt
KL a MN v uvazované stejnolehlosti.

Protoze zminénda stejnolehlost je vzadjemné jednoznacné zobrazeni, je zfejmé, ze
ostrotthlého trojuhelniku ABC s tthlem 60° pfi vrcholu C, jehoz odpovidajici body V
a S lezi na jedné kruznici s vrcholy A a B.
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5. Najdéte vsechny trojice navzdjem riznych prvocisel p, q, r splnujict nasledujici pod-
minky:

plg+r,
q|r+2p,
r| p+ 3q.

(M. Pandk)

Reseni. Hledejme trojice p, ¢, 7 podle toho, které z téchto tif éisel je nejvétsi:

> Nejvétsi je p. Pak z podminky p | ¢ + 7 a z nerovnosti ¢ + r < 2p plyne g + r = p.
Z druhé podminky pak dostaneme ¢ | r + 2p = 3r + 2q, tedy ¢ | 3r, coZz vzhledem
k rtiznosti prvocisel znamena, ze ¢ = 3. Tedy p = r + 3 a posledni podminka Fika,
ze r | r+ 12, neboli r | 12, tedy r = 2 (prvocisla maji byt rtizna). Je tedy p = 5.
Tato trojice vskutku spliuje podminky ze zadani.

> Nejvetsi je q. Pak podminka ¢ | 7 + 2p a nerovnost r + 2p < 3¢ davaji r + 2p = ¢
nebo r + 2p = 2q.
Je-li 2¢ = r + 2p, musi byt r sudé. Je tedy r = 2 a z rovnosti 2¢ = 2 + 2p plyne
q = p-+ 1, coz pro prvocisla p, ¢ vétsi nez r = 2 neni mozné.
Je-li ¢ = r + 2p, prvni podminka fika, ze p | 2r 4+ 2p, tedy p | 2r, tudiz p = 2.
Posledni podminka pak dava r | p + 3¢ = 3r + 7p = 3r + 14, tedy r | 14, takze
r = 7. Potom je ¢ =r + 2p = 11. Tato trojice rovnéz vyhovuje zadani.

> Nejvétsi je r. Pak srovndme podminku r | p 4+ 3¢ a nerovnost p + 3¢ < 4r.
Kdyby bylo p + 3¢ = 3r, bylo by p = 3(r — q), tedy p = 3, r — ¢ = 1, takze r = 3
a ¢ = 2, coz nejsou tii riznd prvocisla.
Pokud p + 3¢ = 2r, dostavame z prvni podminky p | 2(¢+ r) = p + 5q, takze p | bq
a p = 5. Druha podminka pak dava ¢ | 2(r + 2p) = 2r + 20 = 3¢ + 25, tedy g = 5,
a vyslednou trojici netvori riizna prvocisla.
Kone¢né bud p + 3¢ = r. Prvni podminka pak déva p | p + 4q, takze p | 4g a p = 2.
Druhé podminka pak fika, ze ¢ | r+2p = 3q+6, tedy ¢ | 6 a ¢ = 3, nebot g # p = 2.
Potom r = p + 3¢ = 11. Tato trojice také vyhovuje zadani.
Resenim tlohy jsou t¥i trojice prvoéisel (p,q,r), a to (5,3,2), (2,11,7) a (2,3,11).



6. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

th T+ 2 cotg2 2y =1,
tg?y + 2cotg® 2z =1,
tg® 2 + 2cotg? 22 = 1.
(J. Svrcek, P. Caldbek)
Reseni. Pro kazdé pfipustné ¢ plati

cos? p —sin? ¢ S| 9 9
= §(tg © + cotg” p — 2).

2 cotg? 2p = 2 ( -
2sin p cos @

Polozme tg?z = a, tg?y = b a tg? 2z = ¢, kde a, b, ¢ jsou kladné realné ¢isla. Danou
soustavu tak prevedeme na tvar

+1<b+1)—2

Ty T
1 1

b+—<c+—):2, (1)
2 c
1 1

- -] =2.
C+2(a+a)

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Zze a = b = c. P takovém usporadéni
plyne z predchozi soustavy rovnic

1 1 1
b+—-=Sc+-=a+-
b c a

Protoze pro kazdé kladné x plati x+1/z = 2, plyne ze soustavy (1) navic 0 < a,b,c < 1.
Funkce f(x) =z + 1/x je ovSem na intervalu (0;1) klesajici, proto plati také nerovnost

1
c+ —.
c

A
A

a -+ b+

Q|
S =

To spolu s predchozimi nerovnostmi dava a = b = c.
Zbyvéa tak uréit vSechna u € (0; 1), kterd vyhovuji rovnici
1 1
U+ = (u + —) = 2.
2 U
Po snadné tpravé obdrzime kvadratickou rovnici
3u? —4u+1=0, tj. (u—1)(3u—1)=0.

Tato kvadraticka rovnice ma praveé dva kladné realné koteny u; = 1 a ug = % S ohledem
na pouzité substituce a periodi¢nost funkce tangens jsou fesenim dané soustavy rovnic
pravé nasledujici trojice (z,y, z) redlnych ¢isel

T T T T T T T T T
LT PR S k—) (i— fum, 5 4 ko, £ k)
(4+12 g TRy g Ty ) a g TR g e g T
kde k1, ko, k3 jsou libovolna celé ¢isla a tii znaménka v trojici druhého typu jsou vybrana

libovolné, tj. navzajem nezavisle.



