
ÚLOHY DOMÁCÍHO KOLA56. ROÈNÍKU MATEMATICKÉ OLYMPIÁDYPRO ®ÁKY STØEDNÍCH ©KOLKATEGORIE A1. V oboru reálných èísel øe¹te rovnici4x4 � 12x3 � 7x2 + 22x+ 14 = 0;víte-li, ¾e má ètyøi rùzné reálné koøeny, pøièem¾ souèet dvou z nich je roven èíslu 1.(Jaromír ©im¹a)2. Kru¾nice vepsaná danému trojúhelníku ABC se dotýká stran BC, CA, AB po øadì v bodechK, L, M . Oznaème P prùseèík osy vnitøního úhlu pøi vrcholu C s pøímkou MK. Doka¾te, ¾epøímky AP a LK jsou rovnobì¾né. (Peter Novotný)3. Jsou-li x; y; z reálná èísla z intervalu h�1; 1i splòující podmínku xy + yz + zx = 1, pak platí6 3p(1� x2)(1� y2)(1� z2) � 1 + (x + y + z)2:Doka¾te a zjistìte, kdy nastane rovnost. (Jaroslav ©vrèek)4. Urèete, pro která pøirozená èísla n je mo¾no mno¾inu M = f1; 2; : : : ; ng rozdìlita) na dvì, b) na tøinavzájem disjunktní podmno¾iny o stejném poètu prvkù tak, aby ka¾dá z nich obsahovala takéaritmetický prùmìr v¹ech svých prvkù. (Peter Novotný)5. V rovinì je dána kru¾nice k se støedem S a bod A 6= S. Urèete mno¾inu støedù kru¾nic opsanýchv¹em trojúhelníkùm ABC, jejich¾ strana BC je prùmìrem kru¾nice k. (Jiøí Dula)6. Urèete v¹echny funkce f : Z! Z takové, ¾e pro v¹echna celá èísla x, y platíf�f(x) + y� = x+ f(y + 2006): (Petr Kaòovský)KATEGORIE B1. Najdìte v¹echny dvojice (a; b) celých èísel, je¾ vyhovují rovnicia2 + 7ab+ 6b2 + 5a+ 4b+ 3 = 0: (Pavel Novotný)2. Je dána kru¾nice k s prùmìrem AB. K libovolnému bodu Y kru¾nice k, Y 6= A, sestrojme napolopøímce AY bod X , pro který platí jAX j = jY Bj. Urèete mno¾inu v¹ech takových bodù X .(Pavel Leischner )3. Najdìte nejmen¹í pøirozené èíslo k takové, ¾e ka¾dá k-prvková mno¾ina trojmístných po dvounesoudìlných èísel obsahuje aspoò jedno prvoèíslo. (Pavel Novotný)1



4. V libovolném trojúhelníku ABC oznaème T tì¾i¹tì, D støed strany AC a E støed strany BC.Najdìte v¹echny pravoúhlé trojúhelníky ABC s pøeponou AB, pro nì¾ je ètyøúhelník CDTEteènový. (Ján Mazák )5. Najdìte v¹echny dvojice (p; q) reálných èísel takové, ¾e mnohoèlen x2 + px + q je dìlitelemmnohoèlenu x4 + px2 + q. (Jozef Moravèík )6. Je dána úseèka AA0 a pøímka p. Sestrojte trojúhelník s vrcholem A a vý¹kou AA0, jeho¾ tì¾i¹tìa støed kru¾nice opsané le¾í na pøímce p. (Eva Øídká)KATEGORIE C1. Urèete v¹echny dvojice (a; b) pøirozených èísel, pro nì¾ platía+ 5pb = b+ 5pa: (Jaroslav ©vrèek)2. Najdìte v¹echny trojúhelníky, které lze rozøezat na lichobì¾níky se stranami délek 1 cm, 1 cm,1 cm a 2 cm. (Ján Mazák )3. Najdìte v¹echna pøirozená èísla, jejich¾ zápis neobsahuje nulu a má následující vlastnost: vynechá-me-li v nìm libovolnou èíslici, dostaneme èíslo, které je dìlitelem pùvodního èísla.(Jaromír ©im¹a)4. Je dán lichobì¾ník ABCD se základnami AB a CD. Oznaème E støed strany AB, F støedúseèky DE a G prùseèík úseèek BD a CE. Vyjádøete obsah lichobì¾níku ABCD pomocí jehový¹ky v a délky d úseèky FG za pøedpokladu, ¾e body A, F , C le¾í v pøímce. (Ján Mazák )5. Zjistìte, pro které pøirozené èíslo n je podíl 33 000(n� 4)(n+ 1)a) co nejvìt¹í, b) co nejmen¹í pøirozené èíslo. (Eva Øídká)6. Je dán ostroúhlý trojúhelník ABC, v nìm¾ D je pata vý¹ky z vrcholu C a V prùseèík vý¹ek.Doka¾te, ¾e jADj � jBDj = jABj � jV Dj, právì kdy¾ jCDj = jABj. (Jaroslav Zhouf )
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