56. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domaci casti |. kola kategorie A

1. V oboru redlnych cisel reste rovnici
4ot — 1223 — T2 + 220 + 14 = 0,

vite-li, Ze ma ctyri ruzné realné koreny, pricemz soucet dvou z nich je roven cislu 1.

RESEN{. Ozna¢me hledané kofeny z1, x2, T3, x4 tak, aby platilo 2; +22 = 1. Potom
4ot —120° —T2? + 220 + 14 = 4(x — 21) (2 — 22)(z — 23) (2 — 14).

Porovnanim koeficientd u odpovidajicich mocnin x dostaneme znamé Vietovy vztahy

1+ a9+ 23+ 14 =3, (1)

T1To + X123 + T1T4 + ToX3 + ToXy + T3xy = —Z, (2)
T1ToX3 + T1ToTy + T1X3T4 + ToX3Ty = —%, (3)
T1ToX3Ly = ; (4)

Protoze 1 + x2 =1, z (1) plyne x3 + x4 = 2. Rovnice (2) a (3) pfepiSeme do tvaru

7
(1 + x2)(x3 + 14) + T122 + X374 = 1
11
(1 + x2)x3wg + (T3 + T4)T120 = BDR

coz po dosazeni hodnot x1 + x5 =1 a x3 + x4 = 2 dava

15
T1T2 + T3Ty = VR
11
2$1£E‘2 + T34 — —?.

Z této soustavy dvou linearnich rovnic jiz snadno dostaneme

7
T1To = e 3Ty = —2.



Vsimnéme si, Ze pro tyto hodnoty soucini xjz2 a x3z4 je splnéna i rovnice (4),
kterou jsme dosud nevyuzili. Z podminek x1 + 22 = 1, 122 = —E vyplyva, ze r1 a xo
jsou koreny kvadratické rovnice

7 1
xQ—x——:O, tedymlgz—i\/i.
4 ’ 2
Podobné z podminek x3 + x4 = 2 a x3x4 = —2 dostaneme

£L’374 = 1ﬂ:\/§

Zkousku nalezenych korenil neni tfeba provadét, protoze je splnéna, jak jsme zdi-
raznili, celd soustava rovnic (1) az (4).
Zaveér. Dana rovnice ma kofeny % + \/5, % — \/5, 1+ \/g, 1— 3.
JINE RESENI. Z podminek tlohy plyne, Ze leva strana rovnice je souc¢inem mnoho-
¢lent
2 —z+p a 422 + qx + 7,

kde p, g a r jsou realna cisla. Po jejich vynasobeni a porovnani koeficientd u odpovida-
jicich mocnin x dostaneme soustavu ¢tyt rovnic o tfech nezndmych

q—4=-12,
dp—q+r=-7,
pq—r =22,
pr = 14.
Prvni tfi rovnice maji jediné feseni r = —8, p = —% a ¢ = —8, které vyhovuje i ¢tvrté

rovnici. Plati tedy rozklad
4 3 2 2 7 2
Azt~ 122° — 72% 4+ 227 + 14 = (x - Z>(4$ — 8z —8).

Rovnice 22 — x — % = 0 mé& kofeny % + \/5, rovnice 422 — 8x — 8 = 0 ma kotfeny 1+ V3.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
1. Uvazujme rovnici

92
x5—9x4+k3x3—3x2—§x+20:0,

kde k je redlny parametr. UrCete vSechny jeji koreny a hodnotu parametru k, vite-li,

Ze tato rovnice mé aspon dva redlné kofeny, které se lisi pouze znaménkem. [Vyuzijte
Vietovy vztahy, kofeny jsou :|:2§, 1,3,5, k= 63—5]
2. Necht P, @ jsou kvadratické mnohocleny takové, ze ¢isla —22, 7, 13 jsou t¥i z kofent

rovnice P(Q(z)) = 0. Urcete &tvrty kofen této rovnice. [49—-A-I-1]
3. Necht P je kvadraticky troj¢len. Uréete vSechny kofeny rovnice

P(z? + 42 —17) =0,

vite-li, Zze mezi nimi je éislo 1 a asponi jeden kofen je dvojnisobny. [49—A-11-1]



2. Kruznice vepsand danému trojuhelniku ABC se dotykd stran BC, CA, AB po
radé v bodech K, L, M. Oznacme P prusecik osy vnitrniho uhlu pri vrcholu C
s primkou M K. Dokazte, Ze primky AP a LK jsou rovnobézné.

RESEN{. Oznaéme k kruznici vepsanou trojthelniku ABC a S jeji stied. Velikosti
vnitfnich Ghli trojihelniku ABC oznac¢me obvyklym zptsobem «, (3, 7. Protoze body
K, L jsou soumérné sdruzeny podle osy vnitiniho thlu pii vrcholu C| jsou primky KL
a C'P na sebe kolmé a plati |[<xLPC| = |xKPC| (obr.1).

Obr. 1

Vyjadiime-li velikosti vnitfnich ahlt pfi zdkladnach KM a LK v rovnoramennych
trojuhelnicich KMB a LKC, dostaneme |xMKB| = 90° — 18, |<xLKC| = 90° — 1~.
Z primosti thlu BKC tak plyne |[<xMKL| = 90° — %a. Analogicky vyjde |« KLM| =
=90° — 18, [x LM K| =90° — L.

Protoze |<KPC|+ 37 = [xBKP| = 90° — 33, dostaneme pro velikost soumérné
sdruzenych thlt LPC a K PC rovnost

|XLPC| = | KPC| = 90° — @ - %

Kruznice k vepsané trojuhelniku ABC' je soucasné kruznici opsanou trojuhelniku
K LM, ktery je, jak jsme zjistili vypoctem jeho 1hl, ostrouhly. Jeji stied S je proto
vnitfnim bodem tohoto trojuhelniku, a tedy i vnitinim bodem tusecky C'P. Protoze

|xLPC| = |xLPS| = |xLAS| = %

je APSL tétivovy ctyfuhelnik. Vzhledem k tomu, ze tthel ALS je pravy, je i thel APS
pravy (piimky AP a C'P jsou na sebe kolmé), a proto jsou pfimky KL a AP rovnobézné.
Tim je diikaz hotov.

Poznamka. Protoze kruznice k je opsand trojuhelniku K LM, miizeme jeho vnit¥ni
uhly snadno vyjadiit z pfislusnych stfedovych uhla: [« KSL| = 180° — ~, takze
|« KML|=90° — 1v atd.



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V roviné je dan ¢tverec ABC'D. Uvnitf jeho stran BC, C'D jsou po fadé zvoleny body
P, Q takové, ze |x PAQ| = 45°. Oznacme dale R, S pruseciky jeho uhlopficky BD po
fadé s pfimkami AP, AQ. Dokazte, ze body P, Q, R, S lezi na téze kruznici. [Ukazte,
ze uhly PSQ a PRQ jsou pravé.]

2. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi zédkladnou AB a pravym th-
lem pfi vrcholu A. Ozna¢me k1 kruznici sestrojenou nad pramérem AD a kg kruznici
prochéazejici vrcholy B, C a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice k1, k2 vnéjsi
dotyk v bodé P, je pfimka BC' te¢nou kruznice opsané trojuhelniku CDP. Dokazte.
[62-B-11-4]

3. Necht L je libovolny vnitini bod krat$iho oblouku C'D kruznice opsané ¢tverci ABCD.
Ozna¢me K prisecik pfimek AL a CD, M prusecik pfimek AD a C'L a dale N prusecik
piimek MK a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici. [53—A—I11-5]

3. Jsou-li x, y, z redlnd ¢isla z intervalu (—1,1) spliujici podminku xy +yz+ zx =1,
pak platy

63/ (1—22)(1-y?)(1—2%) S 1+ (z+y+2)%
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

RESEN{. Pro libovolna redlné ¢isla x,y,z € (—1,1) plati 1 — 22 >0, 1 — 32 > 0,
1 — 22 > 0. Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimérem pro trojici
nezapornych realnych é&sel 1 — 22, 1 — 32, 1 — 22 tak dostaneme

() e ey P et el Ut el ek

3
3= (2 +y*+2?)
— . :
takze
6/(1 —22)(1 —y2)(1 — 22) < 6 — 2(z® + y* + 2°). (1)

Vyhovuji-li redlné ¢isla z,y, z € (—1,1) podmince zy + yz + zz = 1, ukdZeme, Ze
splnuji také nerovnost

6 —2(2® +y° +2%) S 1+ (z+y+2)° (2)
Pravou stranu této nerovnosti upravime na tvar
1+ 2%+ y° + 2% + 2(zy + yz + 22) = 3+ (2° + y* + 22),
coz po dosazeni do (2) vede k ekvivalentni nerovnosti
2?2+t 22 >0

Jeji platnost ovéfime snadno. Staci totiz dokéazat, ze pro realna cisla x, y, z, kterd
vyhovuji podminkam tlohy, plati nerovnost

2?2 +y? + 2% 2y +yz + 2z,
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coz je vSak ekvivalentni nerovnosti
=9+ -2+ (z—2)* 20,

ktera plati pro vSechna realné ¢isla x, y, 2.

Zavér. Nerovnost, kterou jsme méli dokazat, vyplyva z dokdzanych nerovnosti (1)
a (2). Rovnost v ni pfitom nastane, pravé kdyz nastane soucasné v obou zminénych
nerovnostech. To nastane, praveé kdyz z = y = z, coz s ohledem na podminku zy +yz +
+ zz = 1 dava pouze dvé moznosti x =y = z = i%\/g, pro néz v dokdzané nerovnosti
plati rovnost.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Pro libovolna realna cisla a, b, ¢ plati nerovnost

(a2 + b2+ %) 2 (a+b+ )

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. [Upravte danou nerovnost tak, aby na jedné
strané byl soucet t¥{ druhych mocnin redlnych &isel a na druhé strané nula.]
2. Dokazte, ze pro libovolna tii nezdporna cisla x,y, z plati nerovnost

2(@ — V/JZ) + y(y — V/2@) + 2(z — \/3) = 0.

Zjistéte, ve kterych pfipadech nastane rovnost. [17-A-II-2]
3. Dokazte, ze pro libovolna tii nezdporna cisla x,y, z plati nerovnost

(@ 4+ 24+ 1) +y+ 12+ 2+1) 2 27ayz.

[Pro kazdy z ¢initelt na levé strané nerovnosti pouzijte nerovnost mezi aritmetickym
a geometrickym primérem trojice nezdpornych &isel.
4. Dokazte, ze pro libovolna realna ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati

1fa+b+c+2(ab+bc+ca)+3(1—a)(l—0b)(1—c)Z09.

[55-B-11—4]

4. Urcete, pro kterd prirozend ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n} rozdélit
a) na dvé, b) na tFi navzajem disjunkini podmnoZiny o stejném poctu prvki tak,
aby kazZdd z nich obsahovala také aritmeticky prumer vsech svych prvki.

RESEN{. a) Ozna¢me A a B hledané podmnoziny. Protoze obé maji stejny pocet
prvki, je pocet prvki mnoziny M nutné sudy. Je tedy n = 2k, kde k je vhodné prirozené
¢islo.

Pro n = 4 neexistuje rozklad mnoziny M = {1, 2, 3,4} na dvé podmnoziny danych
vlastnosti, protoze aritmeticky primeér libovolnych dvou riznych ¢isel z mnoziny M
se nemuze rovnat zddnému z téchto cisel. Sestrojme vyhovujici rozklad mnoziny M
pro nékolik prvnich sudych ¢isel n (aritmeticky primér prvkt podmnozin vyznacime
polotucné).

n=2: A={1} B ={2}

n =4: rozklad neexistuje

n = 6: A=1{1,2,3} B=1{4,5,6}
n=38: A=1{2,34,T} B=1{1,5,6,8}



n = 10: A=1{1,2,3,4,5} B=1{6,7,8,9,10}
n=12: A=1{1,2,3,4,6,8} B={5,7,9,10,11,12}
Nyni ukédzeme, ze hledany rozklad mnoziny M existuje pro libovolné n = 2k takové,
ze k # 2.
Pro licha c¢isla k£ vyhovuje naptiklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,....k}), B={k+1,k+2,...,2k}"

Soucet viech prvkt mnoziny A je 1k(k+1), jejich aritmeticky primeér je 1 (k+1), coz je
prirozené ¢islo. Jelikoz 1 < %(k +1) £ k, je aritmeticky primér vSech prvki mnoziny A
prvkem mnoziny A. Podobné aritmeticky primér %(3]{: + 1) vSech prvkd mnoziny B je
prvkem mnoziny B.

Pro k = 4 jsme existenci rozkladu ukazali v tabulce, pro suda ¢isla k = 6 vyhovuje
napiiklad rozklad mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,...,k—2k,+(3k —2)}, B=M\A.
Plati k < 1(3k — 2) < 2k a 3(3k — 2) je prirozené &slo. Mnozina A tedy obsahuje k
prirozenych ¢isel z mnoziny M. Soucet vSech prvki mnoziny A je
1+2+...+(k-2)+k+210Bk—2)=3(k—2)(k— 1)+ k+ 3(3k — 2) = 2k(k +2).

Jejich aritmeticky primér je 1 (k+2), coz je p¥irozené ¢islo. Jelikoz 1 < £ (k+2) < k—2,
je aritmeticky primeér vSech prvkd mnoziny A prvkem mnoziny A. Obdobné ukézeme,
Ze aritmeticky primeér %k vSech prvkt mnoziny B je prvkem mnoziny B.

Poznamka. Pro k sudé nevyhovuje naptiklad rozklad mnoziny M na podmnoziny
A={1,2,....k—1,3k}, B=M\A,

protoze primeér %k vSech prvkid mnoziny B je prvkem mnoziny A. Vyhovuje vsak rozklad
jiného druhu

A={1,3,...,k—1}U{k,k+4} U{k+5k+7,...,2k— 1},
B={2,4,....k—2}U{k+1,k+2,k+3}U{k+6,k+38,...,2k},

a to dokonce i pro hodnotu k = 4, kdy v pravych stranach téchto rovnosti ,chybéji“
treti skupiny prvki, jez maji obecné po %(kj —4) prvcich. Pocet prvki takové mnoziny A
je roven %kz +2+ %(k —4) = k, jejich soucet je roven

% (k — 4)(3k + 4)

— +(2k+4 = k?
4+( +4)+ 1 ,

takze jejich primér je ¢islo k£ € A. Soucet vSech k prvkt mnoziny B je roven

(k —2)k (k —4)(3k + 6)

= k* — 2k,
4 4

+ (3% +6) +

takze jejich prameér je ¢islo k£ — 2 € B.



b) Ozna¢me A, B a C hledané podmnoziny mnoziny M. Protoze vSechny maji stejny
pocet prvki, je ¢islo n nutné délitelné tiemi, je tedy tvaru n = 3k, kde k je vhodné
prirozené ¢islo. Pro soucet s vSech prvkd mnoziny M plati s = %3]6(3]{3 + 1). Soucet tii
aritmetickych praméri vsech prvka jednotlivych mnozin A, B a C je pak roven s/k,
tedy %(3/{ + 1). Tento soucet musi byt podle podminek tlohy pfirozené ¢islo, proto je k
nutné liché.

Pro ¢isla n = 3k, kde k je liché, ukdzeme, ze zadani vyhovuje naptiklad rozklad
mnoziny M na podmnoziny

A={1,2,....k}, B={k+1,k+2,....2k} a C={2k+1,2k+2,...,3k}

Soucet vSech prvki A je $k(k+1), jejich aritmeticky primér je 3(k+1), coZ je pFirozené
¢islo. Jelikoz 1 < %(k + 1) £ k, je aritmeticky prumér vSech prvkit mnoziny A prvkem
mnoziny A. Podobné ukazeme, ze aritmeticky primér %(3]6 +1) vSech prvkid mnoziny B
je prvkem mnoziny B a aritmeticky primér %(5]{: +1) vSech prvki mnoziny C je prvkem
mnoziny C.

Zavér. Podminkam ulohy v pfipadé a) vyhovuji vSechna suda ¢isla n ruzna od 4,
v pfipadé b) vSechna lich4 ¢isla n délitelna tfemi.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

1. Nastole lezi k hromadek o 1,2, 3, ..., k kamenech, kde k = 3.V kazdém kroku vybereme
tii libovolné hromadky na stole, slouc¢ime je do jedné a pridame k ni jeden kamen,
ktery na stole dosud nelezel. Jestlize po nékolika krocich vznikne jedind hromadka,
neni vysledny pocet kamenti délitelny tfemi. Dokazte. [54-B-1-3]

2. Na stole lezi 54 hromadky o 1, 2, 3, ..., 54 kamenech. V kazdém kroku vybereme
libovolnou hromadku, feknéme o k kamenech, a odebereme ji celou ze stolu spolu
s k kameny z kazdé té hromadky, ve které je aspon k kamenti. Napriklad po prvnim
kroku, pfi kterém vybereme hromadku o 52 kamenech, zistanou na stole hromadky
01l,2,3,...,51,1 a2 kamenech. Pfedpokladejme, Ze po urcitém poctu krokd zistane
na stole jedind hromadka. Zdavodnéte, kolik kamentd v ni mtze byt. [54-B—S—1]

3. Rozhodnéte, zda je mozné rozlozit mnozinu &isel {1,2,...,1995} na dvé podmnoziny
tak, aby v prvni podmnoziné bylo a) dvakrat, b) tiikrat, c) ¢tytikrat vice ¢isel nez ve
druhé a aby souéty &isel v obou podmnozinach byly stejné. [45—C—1-2]

4. Urcete, pro kterad pfirozend &isla n je mozno rozdélit mnozinu {1,2,...,n} na dvé
podmnoziny tak, aby v prvni bylo tfikrat vice cisel nez ve druhé a aby soucty vsech
¢isel v obou podmnozinach byly stejné. [45—C-11-1]

5. V roviné je ddna kruzZnice k se stredem S a bod A # S. Urcete mnoZinu stredu
kruznic opsanych vsem trojuhelnikum ABC, jejichZ strana BC' je prumérem kruz-
nice k.

RESEN{. Polomér dané kruznice k ozna¢me r. Lezi-li bod A na kruznici k, je bod S
stfedem kruznice opsané kazdého z uvazovanych trojihelniki ABC' a hledanou mnozi-
nou je jednobodova mnozina {S}. Déle rozlisime dva pfipady:

a) Necht |AS| > r. Uvazujme nejprve rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zaklad-
nou BC, ktery vyhovuje podminkam tlohy. Stfed O kruznice jemu opsané je vnitinim
bodem tsecky AS a pfitom plati |[AO| = |BO| = |CO|.
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Nyni ukdzeme, ze hledanou mnozinou O stfedt kruznic opsanych vSem trojuhelni-
kim ABC, které vyhovuji podminkam tlohy, je pfimka p, ktera je kolma k AS a prochazi
bodem O (obr. 2).

Obr. 2

Uvazujme libovolny trojihelnik AB’C’, kde B’C’ je prumér kruznice k, a ozna¢me
O’ priwsec¢ik osy jeho strany B’C’ s piimkou p, takze |O’'B’| = |O'C’| (bod O’ lezi na
ose B'C"). Podle Pythagorovy véty v pravouhlém trojuhelniku C’O’S plati

|0'B'| = |0'C’| = /|O'S]2 + 12 = /|OO'|2 + |OS|? + 2.

Pro velikost tsecky O’ A pritom méame

|0’ Al = /|]AO|2 4 |00'|2 = \/|BO|2 + |00’ |2 = /|OS|? + r2 4 |OO'|2.

Odtud |O’A| = |O'B'| = |0’C’|, tudiz bod O’ je stiedem kruznice opsané trojuhelniku
AB'C’ a podle konstrukce lezi na pfimce p.

Naopak, pro libovolny bod O’ pfimky p lze sestrojit primér B’C”’ kruznice k, ktery
je kolmy k pfimce O’S. Z ptedchozich tvah vyplyva, ze |O’A| = |O'B’| = |0'C’|,
takze jsme nasli trojuhelnik AB’C’ pozadovanych vlastnosti, jehoz kruznice opsand ma
stied O’.

b) Necht |AS| < r. V tomto pfipadé lze postupovat analogicky. Stfed O je zde
vnitfnim bodem polopfimky opac¢né k poloptimce SA. Dojdeme pritom ke stejnému
vysledku jako v pfipadé a).

Zdveér. Neni-li A bodem kruznice k, je hledanou mnozinou O primka p, ktera je kolma
k AS a soucasné prochazi stfedem O kruznice opsané rovnoramennému trojihelniku
ABC se zakladnou BC, ktera je primérem kruznice k kolmym na AS. Je-li A je bodem
kruznice k, je O = {S}.

JINE RESENI. Pro dany bod A, ktery nelezi na kruznici k, uvazujme trojuhelnik
ABC danych vlastnosti. Ozna¢me [ kruznici opsanou trojihelniku ABC (obr. 3). Protoze
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bod S je sttedem spolecné tétivy BC' kruznic k a [, protne kruznice [ poloprimku opa¢nou
k polopfimce SA ve vnitinim bodé, ktery oznac¢ime A’. Pro mocnost m;(S) bodu S ke
kruznici [ ptitom plati

mi(S) = —|BS| - |CS] = —r* = —|AS| - |A'S], (1)

kde 7 je polomér kruznice k. Odtud plyne, ze vzdalenost |A’S|, a tedy i poloha bodu A’
na poloprimce opacné k SA jsou jednoznacné urceny polohou bodu A. Pro vsechny
trojihelniky ABC vyhovujici podminkam tlohy je tedy AA’ pevna tsecka. Kruznice
opsané vSem uvazovanym trojihelnikiim ABC proto maji spolecnou tétivu AA’, takze
jejich stfedy lezi na ose p usecky AA’. V pripadé, kdy ABC je rovnoramenny trojuhelnik
se zéakladnou BC), je tisecka AA’ primérem kruznice [ a jeji stied O je soucasné stfedem
usecky AA’. Piimka p prochézi timto bodem O kolmo k p¥imce AS.

p
04 C
~
N,
N
ra ™ </ k
A O S /A

Obr. 3

Naopak, ke kazdému bodu O’ pfimky p najdeme trojihelnik ABC pozadovanych
vlastnosti, ktery ma stfed opsané kruznice v bodé O’. Staci sestrojit primér BC' kruz-
nice k, ktery je kolmy k pfimce O’S. Pro pevné uvazované body A, A" a S jsme tak
sestrojili body B, C, pro néz plati vztah (1). To znamend, Ze body A, B, C a A’ lezi
na téze kruznici [. Vzhledem k tomu, ze bod O’ je prusecikem os tétiv AA’ a BC této
kruznice, které nejsou rovnobézné, je bod O’ stiedem kruznice [, tedy stfedem kruznice
opsané trojuhelniku ABC.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:
1. V roviné je dan ¢tverec ABCD. Uvazujme ¢tverec K LM N, jehoz thlopticka je shodna
se stranou ¢tverce ABC'D a jeho vrcholy K a M lezi na stranéch ¢tverce ABCD. Urcete
mnozinu vrcholi L vSech takovych ¢tvercth KLMN. [19-B-1-5]
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2. V roviné je déana pfimka ¢ a bod A, ktery na ni nelezi. Uréete v této roviné mnozinu
stfedd S vSech étverci ABCD takovych, ze bod B lezi na p¥imce q. [47-B-1-2]

Vv

3. V roviné je dédna tsecka AB. Sestrojte mnozinu tézist vSech ostrothlych trojahel-
nikt ABC, pro néz plati: Vrcholy A a B, prusecik vysek V a stfed S kruznice vepsané
trojuhelniku ABC lezi na jedné kruznici. [55—A—111-4]

6. Urcete vsechny funkce f:7 — 7 takové, Ze pro vsechna celd ¢isla x, y plati

f(f(z)+y) =z + f(y+2006).

RESENI. Necht f je libovolné funkce pozadovanych vlastnosti. Dosadime-li do da-
ného vztahu postupné y = 0 a y = 1, dostaneme rovnosti

f(f(x)) =2+ f(2006), resp. f(f(z)+1)=a+ f(2007) (1)
a jejich odectenim
F(f(x) +1) = f(f(x)) = f(2007) — f(2006).

Posledni vztah lze zjednodusené zapsat jako

f(z+1) = f(z) = f(2007) — f(2006) (2)
pro kazdé takové z € Z, které patii do oboru hodnot funkce f. Timto oborem je ovSem
cela mnozina Z, jak hned vidime z kterékoli z rovnosti (1).

Rovnost (2) platnd pro kazdé z € Z znamend, Ze funkce f na Z je (oboustranné
nekonecnd) aritmetickd posloupnost, takze jeji predpis musi byt tvaru f(z) = az + b
s vhodnymi konstantami a,b € R. Jejich mozné hodnoty zjistime, kdyz dosadime do
obou stran rovnosti ze zadani:

F(f(@)+y) =a(f(z) +y) +b=a’x +ay+ab+b,
x+ fly+2006) =z + a(y + 2006) + b = = + ay + 2006a + b.

Takové dva vyrazy maji tutéz hodnotu pro vSechna =,y € Z, pravé kdyz zaroven plati
a? =1 a 2006a = ab, neboli a = £1 a b = 2006. ReSenim tlohy jsou tedy jediné dvé
funkce urcené predpisy

fi(z)=2+2006 a fo(xr)=—x+2006.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Necht f:N — N je libovolnd funkce spliiujici nerovnost

fn)+ f(n+2) s2f(n+1)
pro kazdé ptirozené cislo n. Ukazte, Ze potom v roviné existuje primka, na které lezi
nekoneéné mnoho bodt s kartézskymi soufadnicemi [k, f(k)], k € N. [43—A-III-1]
2. Najdéte vSechny funkce f:7 — Z takové, ze
f(@) + f(y) = f(z+ 2zy) + f(y — 2zy)
plati pro kazdé z, y celé a navic f(—1) = f(1). [42-A-3-5]
3. Uvazujme funkci f:N — N, ktera je ostfe rostouci a pro kazda dvé pfirozena cisla m,

n spliiuje rovnost
f(mn) = f(m)f(n).

Urcete f(30), vite-li, ze f(2) = 4. [40-A—-2-4]

4. Necht f je zobrazeni mnoziny {1,2,...,1988} do sebe. Pro libovolné pfirozené &islo n
polozme z1 = f(1), znt1 = f(xn). Zjistéte, zda existuje takové éislo m, ze plati z,, =
= Zom. [37-A-TI-1]
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