56. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Zjistéte, jaky je nejmensi mozny obsah trojuhelniku ABC, jehoz vysky vyhovuji ne-
rovnostem v, = 3cm, vy = 4cm, v, = 5cm.

. Necht a, b jsou realné ¢isla. Ma-li rovnice
ot — 423 + 42 +ax+b=0

dva rtzné redlné koreny takové, ze jejich soucet se rovna jejich soucinu, pak plati
a+ b > 0 a pritom dana rovnice nemé zadné jiné redlné kotreny. Dokazte.
. Nechf M je libovolny vnitini bod pfepony AB pravouhlého trojihelniku ABC.
Oznacme S, Sy, So stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelnikim ABC, AMC,
BMC.

a) Dokazte, ze body M, C, Sy, S2 a S lezi na téZze kruznici.

b) Pro kterou polohu bodu M mé tato kruznice nejmensi polomér?
. Necht p, ¢ (p < q) jsou dana pfirozena ¢isla. Uréete nejmensi ptirozené ¢islo m s vlast-
nosti: Soucet vsech zlomkt v zakladnim tvaru, které maji jmenovatel m a jejichz
hodnoty lez v otevieném intervalu (p, q), je aspont 56(q% — p?).

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 23. ledna 2007

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muize soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym TesSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



56. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A
1. Oznacme a, b, ¢ velikosti stran trojihelniku ABC' Pro jeho vysku v plati nerovnost
c 2 Uy,

nebot v, je délka nejkratsi tsecky spojujici vrchol B s bodem ptimky AC. Pro obsah S
trojuhelniku ABC tak plati:

VpVe
2 = 2

\Y

> 10 cm?.

Pokud existuje trojuhelnik ABC' vyhovujici podminkam tlohy, jehoz obsah je pravé
10 cm?, potom v obou nerovnostech S = %cvc > %vbvc > 10 cm? nastavé rovnost. Vychazi
tedy ¢ = v, = 4cm a soucasné v, = 5cm. Z prvni rovnosti plyne, ze takovy trojuhelnik
musi byt pravouhly s pravym thlem pii vrcholu A. Pro délku jeho odvésny AC' pak plati
b= 1. =5cm a délka a jeho piepony BC je rovna v/41cm. Ze vzorce S = %ava pro jeho
vysku v, plyne

28 20
= — = ——cm > 3cm.

a V41
Pravouhly trojihelnik ABC' s odvésnami b = 5cm a ¢ = 4cm tedy vyhovuje podminkam
ulohy.

Nejmensi mozny obsah trojihelniku ABC, jehoz vysky vyhovuji podminkam tlohy,
je 10 cm?.

Pozndmka. Stejné dobry odhad dostaneme i z nerovnosti bv, = v.vp, zatimco z ostat-
nich kombinaci plynou odhady slabsi.

Vg

2. Predpokladejme, Ze rovnice
vt —4x3 4 42 far +b=0 (1)

ma dva rtzné realné kofeny x1 a xo, pro které plati x1 +zo = x122 = p. Potom mnohoclen
na jeji levé strané je délitelny mnohoélenem (x — z1)(z — x2) = 22 — px + p a m4 rozklad

ot — 42 F42® v ax+ b= (2® —px +p)(2® +rz + 5),

kde r a s jsou realna cisla. Roznasobenim vyrazu na pravé strané posledni rovnosti a po-
rovnanim koeficientti u jednotlivych mocnin £ mnohoclent na obou stranach dostaneme

—4=—-p+, (2)
4=p+s—pr, (3)
a = —ps+pr, (4)
b = ps. (5)



Ze vztahu (2) plyne
r=p—4. (6)

Dosazenim za r do vztahu (3) dostaneme

s=4—p+plp—4)=pP-4)(p-1). (7)

Jelikoz kvadratickd rovnice 22 — pr + p = 0 m4 dva rfizné redlné kofeny z; a x», je jeji
diskriminant kladné cislo, takze
p? —4p > 0. (8)

Sec¢teme-li rovnice (4) a (5) a dosadime za r podle (6), vyjde podle pfedchoziho vztahu
a+b=pr=pp—4)=p°—4p >0,

coz jsme chtéli dokazat.
Pro diskriminant D rovnice
2 4+rr+s=0

podle vztahu (6), (7) a (8) plati

D=r?—ds=(p—4)°—4(p—4)(p—1) = =3p(p — 4) = =3(p” — 4p) < 0.

Rovnice tudiz nema realné kofeny. Dané rovnice (1) proto nema jiné realné koteny nez z;
a I9.

3. a) Oznacme po fadé « a ( velikosti vnitfnich uhla pii vrcholech A a B uvazo-
vaného pravouhlého trojuhelniku ABC. Ze vztahu mezi obvodovym a stfedovym thlem
pro spole¢nou tétivu C'M kruznic ki a ko opsanych po fadé trojuhelnikim AMC a BMC
plyne (obr. 1)

| XM S,1C| + |xMS>C| = 2a + 23 = 180°.

Ctytthelnik C'S1 M Ss je tudiz tétivovy. Protoze body M a C jsou soumérné sdruzené podle
osy usecky C'M, na niz soucasné lezi stfedna 5755 kruznic k; a ks, plati dale

|{51MSQ‘ = \<):SlC’Sg| = 90°.



Kruznice opsand ¢tytuhelniku C'S;M S5 je tedy Thaletovou kruznici sestrojenou nad prii-
mérem S1.55. Body S a S; vSak soucasné lezi na ose odvésny AC, podobné body S a So
lezi na ose odvésny BC uvazovaného trojuhelniku. Je tedy [<S1.552| = 90°, a bod S lezi
proto rovnéz na Thaletové kruznici opsané ¢tyithelniku C'S1 M Ss. (Je-li M = S, plati toto
tvrzeni trivialné.) Tim je dokazéana ¢ast a) tlohy.

b) Pro polomér r kruznice (s tétivou C'S) nalezené v ¢asti a) ziejmé plati 2r = |C'S|
s rovnosti, pravé kdyz je CS jeji pramér. Protoze kruznice s primérem C'S prochazi stiedy
obou odvésen AC, BC, rovnost 2r = |C'S| nastane, pravé kdyz bod S je stied AC a Ss je
stted BC, coz zfejmé odpovida volbé bodu M jako paty vysky z vrcholu C' na pfeponu AB.

Jiné Feseni. a) Oznac¢me P; a P, po fadé stfedy usecek AM a BM (obr.2). Protoze
ve stejnolehlosti se stfedem M a koeficientem = se tsecka AB zobrazi na tsecku Pi P,

A P, S O MD,B
Obr. 2

zobrazi se stred S usecky AB na stfed () tsecky P; P, a zaroven jakozto obraz bodu S ve
zminéné stejnolehlosti je bod () stfedem tsecky M .S. Body P, P» jsou kolmé priuméty bodi
S1, Sz na preponu AB, takze bod @ je kolmym priamétem stifedu O kruznice sestrojené
nad primérem S;S5;. Podle Thaletovy véty na této kruznici ziejmé lezi bod S, protoze
primky 515 a 555 jakozto osy navzajem kolmych odvésen AC a BC' sviraji pravy thel. Ze
soumérnosti uvedené kruznice podle primky OQ) pak plyne, ze na ni lezi i bod M, a tedy
i bod C (ze soumérnosti podle pfimky S1S52). Tim je ¢ast a) dokazana.

b) Pro tsecku S1.55 a jeji kolmy pramét Py P, plati [S1.53] = |P1Ps| = %|AB|. Kruznice
opsana ¢tyfuhelniku C'S; M .S; mé proto nejmensi prumér %\AB |, pravé kdyz S1.5; || AB,
coz vzhledem ke kolmosti tisecky C'M a jeji osy S152 nastane, pravé kdyz M je patou vysky
z vrcholu C' v trojihelniku ABC. (Polomér r této kruznice mé pak velikost r = 1|AB|.)

Jiné FesSeni. a) Uvazujme podobné zobrazeni slozené z otoceni kolem stiedu C' o orien-
tovany (pravy) thel AC'B a ze stejnolehlosti se stfedem C' a koeficientem rovnym poméru
|BC| : |AC|. Toto zobrazeni ptevede body A, B a M po fadé do bodt B, B’ a M’, pficem?
BC je vyska na preponu AB’ pravouhlého trojuhelniku ABB’ a bod M’ lezi na jeho
odvésné BB’ (obr. 3). Podle shodnych thla AMC a BM'C (nebo téz podle pravych uhla
MCM'" a M BM') vidime, ze kruznice opsana trojihelniku BMC' je opsana i trojihelniku
BM'C, takze jeji stied Ss je obrazem bodu S; v uvazovaném podobném zobrazeni (to pie-
vadi trojuhelnik AMC' prévé na trojuhelnik BM'C). To znamena, ze tthel S;C'Ss je pravy,
takze je pravy i thel S;M Sy (nebot pfimka S;.5; je osou tsecky C'M). Koneéné pravy
je i thel S1555 (nebot jeho ramena lezi na osich navzéjem kolmych odvésen AC a BC),



takze vSechny tri body C, M, S lezi na Thaletové kruznici sestrojené nad priameérem S7.55.
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Obr. 3

Tim je dokézana ¢ast a) ulohy. Cast b) vyiesime stejné jako v prvnim feseni.

4. Ukazeme, Ze nejmensi m je 113 (nezavisle na hodnotach p, q). Ziejmé je m > 1. Pro
libovolna pfirozena ¢isla ¢ < d am > 1 ozna¢me S, (¢, d) soucet vech zlomki v zakladnim
tvaru, které lezi v otevieném intervalu (¢, d) a jejichz jmenovatel je m. Pak plati nerovnost

Sm(c,e+1) (c-l—%)-l—(c-l—%)—i—...—i—(c-l— mT—1> =(m—-1)c+ mT—17

v niz rovnost nastane, pravée kdyz vsSechna ¢isla 1,2,...,m — 1 jsou nesoudélna s m, tj.
pravé kdyz m je prvocislo.

Pro dana ptirozena cisla p, ¢ a m > 1 plati

Sm(P,q) = SmP,p+1)+Sn(p+1,p+2)+ ...+ Sn(g—1,¢9) =
< ((m—l)p+mT_1)+((m—l)(p+1)+mT_1>+...

(m -1+ ") =

2
=(m-D)ILp+q-1+1) = (m_l)é‘IQ_pQ),
tedy , ,
Slp.q) < P )

Rovnost ve vztahu (9) pfitom nastane, pravé kdyz m je prvoéislo. Podle zadani vSak plati

Sin(p,q) Z 56(q* — p?).



S ohledem na vztah (9) vidime, Ze nutné plati %(m — 1) 2 56, tj. m = 113. Vzhledem
k tomu, zZe ¢islo 113 je prvocislo, je nejmensi hledané ¢islo m = 113.

Jiné resSeni. Soucet vsech zlomku, které maji jmenovatel m, nejsou cela c¢isla a lezi
v intervalu (p, ¢), mizeme také urcit jako rozdil souc¢tu vSech zlomkii se jmenovatelem m
lezicich v uzavieném intervalu (p, q) a souctu vSech pfirozenych éisel z tohoto intervalu.
Pro uvazovany rozdil d pak plati

qam ] q
J=pm J=p

Mensence i mensitele v uvazovaném rozdilu lze urcit jako soucty ¢lenid aritmetickych po-
sloupnosti. Pro soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (a;) vyuZijeme znamy
vztah

ap+as+...+a, = %n(a1+an).

Pro hledany rozdil d tak plati:

d=3(p+q)((a—p)m+1)—3p+q(g—p+1) =

p+)[((g=p)m+1) = (g—p+1)] = 2(m—1)(¢> —p°)

N[= N[

Déle budeme postupovat stejné jako v predchozim zpiisobu TesSeni.



