56. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Uréete redlna ¢isla a, b, ¢ tak, aby mnohoélen xz* + ax? + bx + ¢ byl délitelny mnoho-
¢lenem z2 + z + 1 a pritom soucet a? + b? + 2 byl co nejmensi.

. Je dan trojuhelnik ABC se stranou BC délky 22 cm a stranou AC délky 19 cm, jehoz
téZnice t,, tp jsou navzajem kolmé. Vypocitejte délku strany AB.

. Prirozené ¢islo nazveme vinitym, pokud pro kazdé tti po sobé jdouci ¢islice a, b, ¢ jeho
desitkového zéapisu plati (a — b)(b — ¢) < 0. Dokazte, ze z ¢islic 0,1,...,9 je mozno
sestavit vice nez 25000 desetimistnych vlnitych ¢isel, kterda obsahuji vSechny ¢islice od
nuly do devitky (¢islice 0 nemuze byt na prvnim misté).

. Je déan ostrouhly trojuhelnik ABC. Pro libovolny bod L jeho strany AB oznacme K,
M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC. Zjistéte, pro kterou polohu bodu L je
usecka KM nejkratsi.

Krajské kolo kategorie B se kon4
v atery 27. biezna 2007

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tiloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodtl, Gspésnym Tesitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktim sdéli pred zahajenim soutéze.



56. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B

1. Délenim mnohoélenu z* + ax? + bx + ¢ mnohoclenem z2 + = + 1 zjistime, Ze plati
et +ar’ +brte= (2 +r+ D@ —z+a)+ (b—a+ 1)z + (c—a).

Mnohoélen z# + az? + bz + ¢ je délitelny mnohoclenem z2 +x + 1, pravé kdyz je zbytek
pri déleni nulovy mnohoclen, tedy b—a+1 = 0 a soucasné c—a = 0; odtud b=a—1,c = a.
Potom

1\2 2
a2+b2+02:a2+(a—1)2+a2:3a2—2a+1:3(a—g) +§.

Tento vyraz méa nejmensi hodnotu pro a = é; snadno dopocitame b = a — 1 = —%,
1

C:a:§.

Jiné feseni. Mnohoélen x* + az? + bz + ¢ je délitelny mnohoélenem 2 4 = + 1, pravé
kdyz existuji redlna ¢isla p, ¢, pro néz

st 4 ar? +br+ce= (22 +x+1)(2% +pr+q).

Roznasobenim pravé strany a porovnanim odpovidajicich koeficientt dostaneme ¢tyti rov-
nicep+1=0,g+p+1=a,q+p=>0,q=c Znich vyjadiime p = -1, ¢ = a, ¢ = a,
b =a — 1 a pokracujeme jako v prvnim resSeni.

Za tiplné Feseni udélte 6 bodii. Dejte dva body za rovnost z4 +ax? +br+c= (22 +z+1)(x2 —z+a)+ (b—
—a+1)z+ (c—a), jeden bod za vyjadieni dvou z nezndmych a, b, c pomoci tfeti z nich, dva body za Gpravu
vyrazu a® + b? + ¢? na tvar 3a®> —2a+1=3 (a — %)2 + % (nebo 3 (b+ %)2 + 2) a jeden bod za spravné
uréeni &isel a, b, c. Podobné& udélte jeden bod za rovnost 24 + ax? + bx + ¢ = (z2 + = + 1)(2? + pz + q),

jeden bod za soustavu rovnic p+1=0,9q+p+1=a,q+p =0>b, ¢g = c, jeden bod za vyjadfeni c = a,
b= a — 1 a déale jako v prvnim feseni.

C
2. Oznac¢me D stted strany AC', F stied strany BC' a T
t€zist€ trojuhelniku ABC' (obr. 1). Oznacime-li dale 3z a 3y
délky téznic t, a tp, mame |AT| = 2z, |ET| = z, |BT| = 2y,
|DT| = y. Ze zadani plyne, Ze trojuhelniky AT D, BET,
ABT jsou pravouhlé, takze podle Pythagorovy véty plati
hA2
o) +v7 = (5) D S
a2
® + (2y)% = (§> ; AN
22)% + (2y)% = 2.
(22 + (2) A

Se¢tenim prvnich dvou rovnic dostaneme 5(x? + 3?) =
= 1(a? + b?) a po dosazeni do tieti rovnice mdme ¢ = 4 B
= 4(z?4y?) = £ (a®+b*). Numericky pak vzhledem k tomu,
ze £(22% 4+ 19%) = 169, vychézi ¢ = 13 cm.

po jednom bodu za pouziti Pythagorovy véty pro trojuhelniky AT D, BET, ABT a dva body za vypocet
délky strany AB.



3. Cislice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvéme malé (zkracend m), &islice 5, 6, 7, 8 a 9 naopak velké
(zkracené v). Pravidelnym stfiddanim malych a velkych ¢islic vzdy vznikne vinité ¢islo.

Cisel tvaru vmvmovmuvmom je (5!)2, &sel tvaru mvmvmumumu je 4 - 4! - 5!. Téch
vinitych cisel, ktera vzniknou pravidelnym stridanim malych a velkych cislic, je tedy
51(614+4-4!) =5!-4!-(54+4) =120-24-9 = 25920 > 25000.

Pozndmka. Vsech desetimistnych vlnitych ¢isel s vesmés rtiznymi ¢islicemi je 93 106.

Za uplné feseni udélte 6 bodt. Jeden bod dejte za poznatek, ze pravidelnym stiidanim malych a velkych
¢islic vznikne vlnité ¢islo. Po dvou bodech za spravné urceni poctu vlnitych ¢isel tvaru vmvmvmoumom
a tvaru mvmovmoumumu a jeden bod za dokonceni dikazu.

4. Protoze jsou uhly LKC a LMC pravé, lezi body K a M na Thaletové kruznici
nad prumérem CL (obr.2). Podle véty o obvodovém uhlu piislusi tétive KM stfedovy
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Obr. 2

tthel velikosti 2, proto |[KM| = |CL|siny (v pravothlém trojahelniku KPS, kde P je
stfed tse¢ky KM a S stred usecky CL, je totiz |[K S| = $|CL|, |<xKSP| = ). Usecka KM
je tedy nejkratsi, pravé kdyz je nejkratsi tsecka C'L; to nastava pravé tehdy, je-li L pata
vysky z vrcholu C na stranu AB.

Za Uplné feseni udélte 6 bodli. Dva body dejte za poznatek, ze body K a M lezi na Thaletové kruznici
nad prumérem CL, dva body za dtkaz rovnosti |[K M| = |CL|sin~y a dva body za urc¢eni polohy bodu L.



