1. Na nékteré pole étvercové Sachovnice nxn (n = 2) postavime figurku a pak s ni tah-
neme stridavé ,sikmo* a ,primo. ,Sikmo“ znamend na pole, které md s predchozim
spolecny prave jeden bod. ,, Primo“ znamend na sousedni pole, které ma s predchozim
spole¢nou stranu. Urcete vsechna n, pro néz existuje vychozi pole a posloupnost tahi
zacinajict ,,sikmo“ tak, Ze figurka projde celou sachovnici a na kazZdém poli se octne
pravé jednou. (Peter Novotny)

Reseni. Nejprve ukézeme, Ze tiloha ma Feseni pro libovolné sudé n. Postavime-li figurku
napf. na kterékoliv rohové pole Sachovnice n xn, projdeme celou Sachovnici po sousednich
blocich typu 2 x n zptisobem naznac¢enym na obr.1 pro n = 8. Posloupnosti tahti zde
odpovida posloupnost na sebe navazujicich orientovanych tsecek. Zcela analogicky lze
postupovat pro kazdé sudé n.
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Nyni ukdzeme, Ze pro zadné n = 3 liché nelze Sachovnici projit pozadovanym zpu-
sobem. Dtikaz provedeme sporem. Pfipustme, Ze pro urcité liché n na Sachovnici n x n
existuje posloupnost tahi vyhovujici podminkdm tlohy. VSechna jeji pole obarvime po-
dobné jako béznou Sachovnici 8 x 8, a to tak, Ze rohova pole budou ¢erna (podobné
jako na obr.2 pro n = 7). Déle vSechna ¢ernéd pole oznac¢ime pismeny A a B tak, aby
zadna dvé ernd pole majici spoleény pravé jeden bod (vrchol) nebyla oznacena tymz
pismenem. Budou-li rohové (Gernd) pole ozna¢ena napt. pismenem A, bude zfejmé pocet
poli A o n vétsi nez pocet poli B.

Pole sachovnice, kterd figurka pozadovanym zptisobem projde, oznacme postupné
1,2,3,...,n% a k-ty tah zépisem k — k + 1. Je-li pole s ¢islem 1 &erné, jsou ¢erné pravée
pole s ¢isly 1,2,5,6,9,10,...; pfitom kazdy (Sikmy) tah 1 — 2,5 — 6, 9 — 10, ...
spojuje Cernad pole oznacend ruznymi pismeny, takze se celkové pocty poli A a B lisi
nejvyse o 1, coz odporuje zjisténému rozdilu. Ke stejnému sporu dojdeme i v pripadé,
kdy je pole s ¢islem 1 bilé, takze ¢erna jsou praveé pole s ¢isly 3,4,7,8,11,12, ... spojena
(Sikmymi) tahy 3 — 4, 7+— 8, 11+ 12, ...

Tim je tloha vyfeSena, feSenim jsou vSechna suda n = 2.



2. V tetivovém ctyruhelniku ABCD oznacme L, M stredy kruznic vepsanych po radé
trojuhelnikim BCA, BCD. Ddle oznacme R prusecik kolmic vedengch z bodu L

a M po tadé na primky AC a BD. Dokazte, Ze trojuhelnik LM R je rovnoramenny.
(P. Leischner)

Reseni. Priisecik os vnitinich thlé p¥i vrcholech A, D v trojihelnicich BCA, BCD
ozna¢me H (obr.3). Jak znamo, je bod H stfedem pfislusného oblouku BC' kruznice k

opsané ¢tyftuhelniku ABC'D (oblouku, ktery neobsahuje vrcholy A a D). Ozna¢me ¢ =
= |xBAH| = |xCAH| = |xBDH| = |«xCDH| = |¥xCBH| a ¢ = |XABL| = |<CBL]|.
Pak plati

|XBLH| = |<xBAL|+ |<xABL|=¢+ ¢ = |<xLBH|.

Trojtahelnik HLB je tudiz rovnoramenny se zakladnou LB, takze |HB| = |HL|. Ana-
logicky je i |HC| = |HM]|. A protoze |HB| = |HC/, je rovnéz |HL| = |HM|, takze
trojuhelnik HM L je rovnoramenny a plati [<HLM| = |<xHML)|.

Oznacme jesté P kolmy primét bodu L na pfimku AC a @ kolmy prumét bodu M
na pfimku BD (uvazovany bod R je tak prusecikem piimek LP a MQ). Protoze pra-
vouhlé trojihelniky APL a DQM se shoduji v tthlech pfi vrcholech A a D, jsou shodné
i dhly PLA a QM D pfi vrcholech L a M. Odtud a z rovnosti |[xHLM| = |<xHML)|
tak vyplyva rovnost | PLM| = |xQM L|. To znamend, ze trojuhelnik LM R je rovno-
ramenny, jak jsme méli dokazat.



3. Oznacme N mnozinu vSech prirozenych cisel a uwvazZujme vsechny funkce f: N — N
takové, Ze pro libovolnd x,y € N plati

f(@f() =yf(@).

Urcete nejmensi moznou hodnotu f(2007). (P. Calabek)

Reseni. Uvazujme libovolnou funkci f pozadovanych vlastnosti. Nejprve ukézeme, Ze
je prosta. Jestlize f(y1) = f(y2), pak pro vSechna pfirozend ¢isla x plati

yif(x) = f(zf(yr) = f(2f(y2)) = v f (),

a ponévadz f(x) je pfirozené ¢islo, plyne odtud y; = y2, coZ znamend, Ze funkce f je
prosta.

Volbou z = 1 v dané rovnici dostaneme f(f(y)) = yf(1), coz pro y = 1 déava
f(f(l)) = f(1). Protoze f je prostd, plyne odtud

f) =1, (1)

takze pro vSechna prirozend cisla y navic plati

F(fw) =v. (2)

Z praveé odvozeného vztahu zaroven plyne, ze oborem hodnot funkce f je celd mno-
zina N. Mizeme tedy pro libovolné pfirozené ¢islo z najit y, pro néz y = f(z) a zéroven
f(y) = z, takze podle vztahu ze zadéani pak plati

fz2) = f(2(f(y) = yf(x) = f(2)f(=).

Odtud Ize matematickou indukci snadno odvodit, Ze pro vSechna pfirozena disla n,
T1,T2,...,T, plati

f(rize ... wp) = f(x1)f(72) ... f(Tn). (3)

Ukazeme, ze obraz f(p) libovolného prvoéisla p je také prvocislo. Predpokladejme,
ze f(p) = ab, kde a, b jsou pfirozena ¢isla rtizna od jedné. Podle (2) a (3) plati

p=f(fp)) = flab) = f(a)f(b).

Protoze funkce f je prostd a f(1) = 1, plati f(a) > 1, f(b) > 1, coz odporuje piedpo-
kladu, ze p je prvocislo.
Jelikoz 2007 = 32 - 223 je rozklad ¢isla 2007 na prvocinitele, dostaneme podle (3)

£(2007) = f%(3)f(223),

kde obé cisla f(3) a f(223) jsou prvocisla. Jestlize f(3) = 2, potom podle (2) plati
f(2) = 3 a nejmensi mozna hodnota f(223) je 5, takze f(2007) = 20. Pokud f(3) = 3,
nejmensi mozna hodnota f(223) je 2 a plati f(2007) = 18. Snadno vidime, zZe pro kazdou
jinou volbu hodnot f(3) a f(223) plati f(2007) = 18.

UkéZeme, ze existuje funkce vyhovujici zadani, pro kterou plati f(2007) = 18. De-
finujme funkci f nésledujicim zptisobem: Pro libovolné piirozené ¢islo x, které zapiseme



jako x = 2¥223™¢q, kde k a m jsou celd nezaporné ¢isla a g je pfirozené ¢islo nesoudélné
s Cisly 2 a 223, zadame hodnotu f(z) vztahem

f(2F223™q) = 2m223%¢.

Pak plati f(2007) = f(223-3%) = 2-3% = 18. Ovéiime, 7e tato funkce f m4 pozadovanou
vlastnost. Nechf 2 = 2¥1223™1¢; a y = 2¥2223™2¢, jsou libovoln4 pfirozena ¢isla zapsana,
vyse uvedenym zpiisobem. Potom

F(af(y)) = f(2M223™ gy (2222372 qp)) = f(2F11™2223™1 2 gy qp) =
— 9k2t+migggmatk: 1G>

a soucasné
yf(z) = 272223™M2 g, f(2F1223™1 gy ) = 2F2Tm1923m2 TRy g

Nejmensi mozna hodnota ¢isla f(2007) je 18.

Pozndmka. 7 vyse uvedeného teSeni vyplyva, ze kazda funkce f, kterd vyhovuje
dané funkciondlni rovnici, je urcena néjakou bijekci ¢ mnoziny prvocisel na sebe, ktera
pro kazdé prvocislo p splnuje rovnost gp(cp(p)) = p, a to predpisem

FOVPE . pEmy = o) o(p2)*2 .. o(pm)Fm,

kde p; jsou navzajem riznd prvocisla a k; nezaporna cela ¢isla. Kazda bijekce ¢ uvedené
vlastnosti rozkldd4d mnozinu prvocisel na sjednoceni jednoprvkovych a dvouprvkovych
navzajem disjunktnich mnozin takovych, Ze pro kazdou z nich tvaru {p} plati p(p) = p
a pro kazdou z nich tvaru {p1,p2} plati ¢(p1) = p2, @(p2) = p1. Naopak kazdy takovy
rozklad urcuje vyhovujici bijekei .



4. Mnozina M obsahuje vsechna prirozend c¢isla od 1 do 2007 véetné a mad ndsledujici
vlastnost: Je-li c¢islo n prvkem mnoziny M, lezi v M vsechny cleny aritmetické po-
sloupnosti s prunim clenem n a diferenci n + 1. Rozhodnéte, zda mnoZina M musi
obsahovat vsechna prirozend cisla vétsi nez urcité cislo m. (J. Simsa)

Reseni. Ukazeme, Ze uvedeny zavér obecné neplati. Jako protipfiklad zvolime mnozinu
M =N\ {a: a+ 1 je prvocislo vétsi nez 2008},

ktera zfejmé obsahuje vSechna c¢isla od 1 do 2007. Pfitom aritmetickd posloupnost
(an):O:l s prvnim ¢lenem a; =n € M a diferenci d = n 4+ 1 ma obecny ¢len tvaru

ap=a1+(k—-1d=n+k—-1)n+1)=(n+1)k—-1,

odkud plyne, Ze ¢islo ax + 1 = (n + 1)k neni prvoéislo pro zadny index k > 1, takZe ay
lezi v M pro kazdy index k (at uz ar < 2007, nebo a; = 2008). Protoze prvoéisel je
nekonecné mnoho, je nekonecné mnoho i prirozenych cisel, ktera ve zvolené mnoziné M
nelezi.

Jiné reseni. Kazda vyhovujici mnozina M musi obsahovat vSechny ¢leny prvnich
2007 aritmetickych posloupnosti s prvnim ¢lenem n < 2007 a diferenci n + 1:

Ay =(1,3,5,..), Ao =(2,5,8,...), ..., Asgor = (2007,4015,6023,...).

Zfejmé mnozina hodnot Ay = {k,2k + 1,3k + 2,...} posloupnosti Ay je pro kazdé k
tvofena vSemi pfirozenymi ¢isly tvaru i(k + 1) + k s celym nezdpornym i.
Vysvétlime, proc
M=AUAU...UAsq07

je nejmensi mnozina pozadované vlastnosti. Ukazeme totiz, ze pokud n € Ag pro ne€ktera
¢isla n a k, pak A,, C Ag. Necht tedy n € Ay, am € A,. Pak plati n = i(k + 1) + k
am = j(n+ 1)+ n pro vhodna celd nezaporna i a j, odkud m = j(i +1)(k+1) +i(k +
+1)+k=(i+j+1i)(k+1)+k, coz znamena, ze m € Ay.

Existuje vsak nekonecné mnoho pfirozenych c¢isel, kterd v sestrojené ,miniméalni®
vyhovujici mnoziné M nelezi; jsou to naptiklad vSechny nasobky c¢isla 2 008!.



5. Je dan ostrouhly trojihelnik ABC' takovy, Ze |AC| # |BC|. Uvnitr jeho stran BC
a AC uvazugme body D a E, pro néz je ABDFE tetivovy ctyriuhelnik. Prisecik jeho
uhlopricek AD a BE oznacme P. Jsou-li primky CP a AB navzdjem kolmé, pak
P je prusecikem vysek trojuhelniku ABC. DokaZzte. (J. Mazdk)

Reseni. Ozna¢me ¢ = |xBAD| a ¢ = |XABE]| (obr.4). Z rovnosti obvodovych thlt
|XAEB| = |<xADB| v tétivovém ¢tyfuhelniku ABDE tak pii obvyklém znaceni thlu

C

v trojuhelniku ABC' plyne
at =05+ (1)

Oznacme Cjy patu vysky z vrcholu C, v, velikost vysky CCy a z, y, p velikosti
prislusnych tseka ACy, BCy, PCy (obr.4), takze

P P

tw:;, tgy = =,
. . (2)
C C

tga = —, tgﬁ:_
x Yy

Pokud bod P neni prusecik vysek (tj. ithel a + ¢ neni pravy), mizeme podle (1) psat

tg(a + 1) = tg(B + »),

coz podle znamého vzorce pro tangens souc¢tu po dosazeni z (2) dava (vyuzivame rovnost
tgatg = tg Btgp, kterd z (2) navic plyne)
p p

Ve Ve
4 ==4 =

neboli
(p—ve)(z—y) = 0.
Protoze vzhledem k danym pfedpokladiim je p < v. a x # y, nemuze posledni rovnost

platit. Je tedy a4+ 1 = 90° a bod P je prusecikem vysek, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feseni. Oznacme k kruznici opsanou tétivovému ¢tyituhelniku ABDFE a uvaz-
me jesté kruznice [ a m opsané trojuhelnikim BEC a ADC (obr.5). Protoze tétiva BE
kruznice [ protina tétivu AD kruznice m v bodé P, maji kruznice [, m kromé bodu C



jesté dalsi prusecik, ktery oznacime M. Z uvedené konstrukce vyplyva, ze bod P lezi
uvniti kazdé ze t¥1 uvazovanych kruznic a ma k nim stejnou mocnost (je to jejich potencni
bod), proto bod P lezi uvnit¥ tsecky CM.

m /
A— N /5!
Obr. 5

Z rovnosti obvodovych thli nad tétivou BC kruznice [ plyne | < BMC| = |xBEC| =
= 180° — |XAEB| a analogicky |<xAMC| = |<xADC| = 180° — |<ADB|, coz vzhledem
k rovnosti obvodovych uhlia |XAEB| = |<ADB| nad tétivou AB kruZnice k znamena,
ze

|XBMC| = |xAMC]|.
Oznaéme N patu vysky z vrcholu C' trojihelniku ABC. Pokud M # N, znamena
posledni rovnost, ze pravouhlé trojuhelniky BNM a AN M jsou shodné, coz ovsem od-
poruje predpokladu |AC| # |BC|. Je proto M = N, |xADC| = |xBMC| = |xAMC| =
=90° a bod P je tak prusecikem vysek trojihelniku ABC', coz jsme chtéli dokéazat.



6. Urcete vSechny usporadané trojice (x,y, z) navzdjem riuznych redlnych cisel, které
vyhovuji mnozinové rovnict

{%yyz}:{m—y y—z Z—x}.

y—z z—x T—y

(J. Simsa)
Reseni. Jsou-li z, y, z t¥i navzajem rtzna readlna cisla, pak hodnoty

T —y y—z z—x
) v = ) w =
y—z z—x T —y

(1)

u =

jsou zfejmé cisla rizna od 0 a —1 a jejich soucin je roven 1. Stejnou vlastnost tedy musi
mit i hodnoty x, y, 2z z kazdé hledané trojice. Budeme proto neustéle predpokladat, ze
plati vztahy

z,y,z € R\{0,-1}, z#y#z#z, axyz=1 (2)

Protoze dand mnozinova rovnice je pro usporddané trojice (x,y,z), (z,z,y) a
(y, z,x) stejnd, budeme kromé (2) predpoklddat, ze plati z > max{y, z}, a rozliSime
dva pripady podle toho, zda y > z, nebo z > y. Zavedme je$té oznaceni intervalt
Il = (0,00), _[2 = (—1,0), Ig = (—OO7 —1)

Pripad x > y > z. Pro zlomky (1) zfejmé plati u € I, v € Iy a w € I3, takze
u > v > w. Dand mnozinova rovnice proto mtze byt splnéna jediné tak, ze u =z, v =y
a w = z. Po dosazeni zlomku (1) a snadné tpravé dojdeme k rovnicim

ry+y=yz+z=zx+xz, kdexel, ycl, z¢€ls. (3)

Podle podminky zyz = 1 z (2) mtZeme do rovnice zy+y = zx+z za ¢len zx dosadit 1/y
a rovnici dale upravit:

1 1 — 2 1 1
xy+y:§+x:>ac(y—1): yy émz—%:ﬂy:—

(Vyuzili jsme toho, Ze s ohledem na y € I plati y # 1.) Z posledniho vzorce plyne, Ze
hodnota prvniho vyrazu v soustavé (3) je rovna —1, takZe z rovnosti druhého vyrazu —1
mame
1 1 1+x
1+y 1_ 1 x
1+x

bl

pak ovSem i tfeti vyraz v (3) je roven —1. Proto kazdé feSeni nasi tulohy (ve zkouma-
ném piipadé, kdy =z > y > z) je tvaru

1 1—l—t)
1+t t /)’

(2.9,2) = (& (4)

kde t € I; je libovolné (protoze plati (3), zkouska neni nutna). Z uvedeného postupu
rovnéz plyne, Ze volbou t € Iy (resp. t € I3) ve vzorci (4) dostaneme vSechna FeSeni nasi
ulohy s vlastnosti z > x > y (resp. y > z > z), takze pfi vypisu vSech FeSeni v zavérecné
odpovédi neni nutné uvadét cyklické permutace trojic ze vzorce (4).



Pripad © > z > y. Pro zlomky (1) tentokrat plati u € I3, v € I a w € I, takze
v > w > u, a dand mnozinova rovnice je tudiz splnéna, pravé kdyz u = y, v =z a w = z.
Po dosazeni zlomki z (1) dojdeme k soustavé

r—y=yly—=2), y—z=z(z2—-12), z—x=2z2(x-yY). (5)
Secétenim téchto tfi rovnic dostaneme
0=yly—2)+z(z —2)+2(z —y) = (y —z)(z +y — 22),

odkud vzhledem k z # y plyne z = 1(z + y). Po dosazeni zpét do (5) snadno zjistime
(opét s ohledem na x # y), ze vyhovuje pouze z =1,y = -2 a z = —%. Stejnou trojici
Cisel je tvofeno (jediné) fesSeni tulohy s vlastnosti y > = > z i (jediné) FeSeni, pro néz
2>y >

Odpovéd: Resenim tlohy jsou vsechny usporadané trojice (4), kde t € R\ {0, —1},
a tfi trojice (x,y, z) tvaru

(17 _27 _1)7 <_17 17 _2>7 (_27 _17 1)
2 2 2

Pozndmka. Vypiseme-li vSech Sest moznych soustav odpovidajicich dané mnozinové
rovnici, dostaneme kromé soustav (3) a (5) jesté soustavy

p-y=ay-2), y-z=yl-x) 2-0=0(-y)
c-y=a(y—=z2), y-z=z20z-2), z-z=yl@-y);
c—y=yly—2z), y-z=z20-2), z-v=z(@-yY);
x—y=z(y—2), y—z=ux(z—x), z—x=y(r—y).

~—

Prvni dvé vzniknou ze soustavy (5) cyklickou zdménou proménnych, takze je lze Fesit
tymz postupem jako (5). Se¢tenim vsSech t¥i rovnic v kazdé ze dvou zbyvajicich soustav
dostaneme tutéz rovnici

2 .2, .2 : 2 2 2
T4y 2 =xy+yz+ 2z neboli (z—y) "+ @y—2)°"+(z—2)*=0,
kterd ma jediné feSeni x = y = z, coz nejsou navzajem ruzna cisla.
Jiné Feseni. Jsou-li z, y, z tfi navzajem ruzna realna cisla, pak hodnoty

u:x—y, U:y—z, w=2""2 (1)
y—z z2—x T —y

jsou zfejmeé rtizné od ¢isel 0 a —1 a plati mezi nimi vztahy

U:f(u)a w:f(v) a u:f(w)7 (2)
1
kde f je linedrni lomené funkce dana predpisem f(t) = 11t Pfesvéd¢ime se o tom
piimym vypoctem:
1 1 Yy—z Yy—z
A T e R Ve R
y—z

z duvodu cykli¢nosti plati i zbyvajici dva vztahy v (2).



Uvedeny poznatek znamend, ze kazdé feSeni tlohy je pro vhodné ¢t € R\ {0,—1}
budto usporadana trojice tvaru

(fE,y, Z) = (t7f(t)7f(f(t))) = (tv _%‘H,_¥>7 (3)

nebo usporadana trojice tvaru

_1+t 1 ) (4)

(.9:2) = (LS (F0), F0) = (b~ ==~

Zbyvéa provést zkousku: snadno se presvédéime, Ze zatimco trojice tvaru (3) je FeSenim
pro kazdé ¢t € R\ {0, —1}, trojice tvaru (4) vyhovuji pouze prot =1,¢t=-2at=—1

a jsou to cyklické permutace téchto tii hodnot.



