
1. Støedoevropská matematická olympiáda (MEMO)Z podnìtu organizaèního výboru rakouské matematické olympiády (ÖMO)byly v prùbìhu 47. Mezinárodní matematické olympiády (MMO) ve Slovinsku(v roce 2006) delegace støedoevropských zemí (©výcarska, Rakouska, Nìmecka,Slovinska, Chorvatska, Èeské republiky, Slovenska, Polska a Maïarska) sezná-meny s návrhem vytvoøit pro matematicky talentované støedo¹koláky uvedenýchzemí novou soutì¾. Snahou iniciátorù vzniku soutì¾e bylo dal¹ím studentùm zemístøední Evropy porovnat své nalosti z matematiky v mezinárodním mìøítku. Natomto jednání byly také pøedbì¾nì stanoveny cíle a pravidla této nové mezi-národní matematické soutì¾e. Iniciátoøi jejího vzniku pøitom vycházeli z pravi-del dvojstranné mezinárodní matematické soutì¾e støedo¹kolákù þPolsko { Ra-kouskoÿ, která existovala a¾ do roku 2006 plných 29 let. Na svìtì, a speciálnìtaké v Evropì, existuje celé øada podobných regionálních matematických soutì¾í(Balkánská MO, Baltic Way, Mediterranean MO, Iberoamerická MO atd.), jich¾se ka¾doroènì úèastní soutì¾ící ze zemí spádových regionù Evropy. Na¹i ¾áci tako-vou mo¾nost dosud nemìli, proto jsme uvítali nabídku rakouských kolegù, kteráumo¾ní postupné zapojení dal¹ích matematicky nadaných støedo¹kolákù do novémezinárodní matematické soutì¾e.První roèník Støedoevropské matematické olympiády (MEMO { Middle Eu-ropean Mathematical Olympiad) se uskuteènil v termínu 20. { 26. záøí 2007 v ra-kouském Eisenstadtu { hlavním mìstì spolkové zemì Burgenland. Soutì¾e sev jejím prvním roèníku zúèastnilo pouze sedm (z devíti) støedoevropských zemí(Nìmecko a Maïarsko se hodlají zapojit do soutì¾e a¾ od jejího 2. roèníku).Ka¾dou zemi mìlo právo reprezentovat 6 soutì¾ících, kteøí se nezúèastniliuplynulé MMO ve Vietnamu a ve ¹kolním roce 2007/08 jsou je¹tì studenty støed-ních ¹kol. Úvodního roèníku soutì¾e se nakonec zúèastnilo 40 jednotlivcù ze 7zemí støední Evropy (slovinské dru¾stvo pøicestovalo do Eisenstadtu pouze seètyømi úèastníky).Ústøední komise èeské MO vybrala pro 1. Støedoevropskou matematickouolympiádu ¹estici støedo¹kolákù sestavenou z vítìzù, resp. tìch úspì¹ných øe¹itelùústøedního kola 56. roèníku MO v kategorii A, kteøí se nezúèastnili v èervenci 48.MMO ve Vietnamu a v uplynulém ¹kolním roce 2006/07 je¹tì nematurovali. Èeskéreprezentaèní dru¾stvo tak v abecedním poøadí tvoøili tito soutì¾ící: Jan Máca (GTøebíè), Matìj Peterka (G v Praze 6, Nad Alejí), Alena Peterová (G Dobru¹ka),Samuel Øíha (G Brno, tø. Kpt. Jaro¹e), Tomá¹ Toufar (GMK v Bílovci) a JanVaòhara (GLJ Hole¹ov). Vedoucím èeské delegace a jejím zástupcem v jury bylRNDr. Jaroslav ©vrèek, CSc. z Pøírodovìdecké fakulty UP v Olomouci, jeho zá-stupcem a pedagogickým vedoucím byl Mgr. Martin Panák, Ph.D. z brnìnskéhooddìlení Matematického ústavu AV ÈR.1



Vlastní soutì¾ se konala ve dvou soutì¾ních dnech, a to v sobotu 22. záøí,kdy probìhla soutì¾ jednotlivcù, a v nedìli 23. záøí pak soutì¾ dru¾stev. Pooba soutì¾ní dny øe¹ili jednotlivci, resp. reprezentaèní dru¾stva v rámci soutì¾edru¾stev po 4 soutì¾ních úlohách, na jejich¾ vypracování byl ka¾dý ze soutì¾níchdnù vyhrazen èas 5 hodin. Ka¾dá úloha byla pøitom hodnocena (podle pøedemschváleného systému hodnocení ka¾dé úlohy) celoèíselným poètem bodù v rozpìtí0 { 8 bodù.Podobnì jako na MMO mìly jednotlivé zemì mo¾nost s jistým èasovým pøed-stihem zaslat organizaènímu výboru návrhy svých úloh pro soutì¾. Z nich pakmezinárodní jury vybrala dvì ètveøice úloh, jednu pro soutì¾ jednotlivcù a dru-hou pro soutì¾ dru¾stev. Je potì¹itelné, ¾e mezi osmi vybranými úlohami bylytaké dvì úlohy èeské. Jedna z nich byla pou¾ita v soutì¾i jednotlivcù (autorembyl Marek Pechal) a druhá v soutì¾i dru¾stev (autorem úlohy byl doc. RNDr.Jaromír ©im¹a, CSc.).Nároènost úloh byla srovnatelná s úlohami z podobných mezinárodních sou-tì¾í (vèetnì MMO). Soutì¾ící jednotlivých zemí tak mìli mo¾nost získat potøebnémezinárodní zku¹enosti, které mohou zúroèit ji¾ na pøí¹tí (49.) MMO v roce 2008.Pro lep¹í posouzení jejich obtí¾nosti (a také trendu pøi tvorbì nových matematic-kých úloh) vám nabízíme zadání obou sad soutì¾ních úloh. V závorce za úlohouje v¾dy uvedena zemì, která ji do soutì¾ navrhla.Soutì¾ jednotlivcù(22. záøí 2007)1. Nech» a, b, c, d jsou kladná reálná èísla splòující rovnost a+ b+ c+ d = 4.Doka¾te, ¾e a2bc+ b2cd+ c2da+ d2ab � 4 : (©výcarsko)2. Je dáno k (k je celé èíslo vìt¹í ne¾ 1) sad míèù. Ka¾dá sada obsahuje nmíèù, které jsou oznaèeny èísly 1, 2; : : :, n. Ka¾dý míè obarvíme jednou zedvou barev (bílou nebo èernou) tak, ¾ea) míèe oznaèené stejným èíslem mají stejnou barvu,b) ka¾dá (k + 1)-prvková mno¾ina míèù, které jsou oznaèeny (ne nutnìrùznými) èísly a1; a2; : : : ; ak+1 tak, ¾e platí a1 + a2 + : : : + ak = ak+1,není jednobarevná.V závislosti na k urèete nejvìt¹í mo¾né èíslo n, pro nì¾ existuje takovéobarvení míèù. (Slovinsko)2



3. Nech» k je daná kru¾nice a k1, k2, k3 a k4 jsou ètyøi men¹í kru¾nice, jejich¾støedy po øadì O1, O2, O3 a O4 le¾í na kru¾nici k. Pro i = 1, 2, 3, 4se kru¾nice ki a ki+1 (k5 = k1) protínají ve dvou bodech Ai a Bi, pøièem¾body Ai le¾í na kru¾nici k. Pøedpokládejme ¾e body O1, A1, O2, A2, O3, A3,O4, A4 jsou navzájem rùzné a le¾í v tomto poøadí na kru¾nici k. Doka¾te,¾e B1B2B3B4 je pravoúhelník. (©výcarsko)4. Urèete v¹echny dvojice (x; y) kladných celých èísel, které vyhovují rovnicix! + y! = xy : (Èeská republika)Soutì¾ dru¾stev(23. záøí 2007)1. Nech» a, b, c, d jsou libovolná reálná èísla z uzavøeného intervalu h12 ; 2i, kterávyhovují podmínce abcd = 1. Urèete nejvìt¹í mo¾nou hodnotu výrazu�a+ 1b��b+ 1c��c+ 1d��d+ 1a� : (Èeská republika)2. Pro libovolnou mno¾inu P pìti bodù v rovinì (v obecné poloze) oznaèmea(P) poèet v¹ech ostroúhlých trojúhelníkù s vrcholy v mno¾inì P. Urèetenejvìt¹í mo¾nou hodnotu a(P).(Pìt bodù v rovinì je v obecné poloze, jestli¾e ¾ádné tøi z nich nele¾í naté¾e pøímce.) (©výcarsko)3. Oznaème s(T ) souèet délek v¹ech hran ètyøstìnu T . Uva¾ujme v¹echnyètyøstìny, jejich¾ délky hran jsou navzájem rùzná kladná celá èísla, pøièem¾jedno z nich je 2 a jedno 3. Takové ètyøstìny budeme nazývat MEMO-ètyøstìny.a) Urèete v¹echna kladná celá èísla n, pro nì¾ existuje MEMO-ètyøstìnT s vlastností s(T ) = n.b) Urèete poèet navzájem rùzných MEMO-ètyøstìnù T , pro nì¾ platís(T ) = 2 007.Dva ètyøstìny pova¾ujeme za rùzné, jestli¾e jeden z nich nelze pøe-vést na druhý pomocí slo¾ení soumìrností podle roviny, posunutí nebootoèení. 3



(Není tøeba dokazovat, ¾e ètyøstìny nejsou degenerované, tj. mají kladnýobjem.) (Rakousko)4. Urèete v¹echna kladná celá èísla k s vlastností: existuje celé èíslo a takové,¾e (a+ k)3 � a3 je násobkem èísla 2 007. (Rakousko)Texty úloh byly soutì¾ícím pøedlo¾eny (v obou soutì¾ích) v jejich mateøskýchjazycích. Øe¹ení jednotlivých úloh mohli soutì¾ící odevzdávat rovnì¾ v mateø-ském jazyku. Ka¾dý ze soutì¾ních dnù mìli soutì¾ící po dobu úvodních 45 minutmo¾nost klást (písemnì) pøípadné dotazy, na nì¾, stejnì jako na MMO (se sou-hlasem mezinárodní jury), odpovìdìl v¾dy vedoucí pøíslu¹né delegace.Následující dva dny (23. a 24. 9.) byly vyhrazeny na koordinace ¾ákovskýchøe¹ení. To probíhalo stejným zpùsobem jako na MMO. Jednání pøi koordinaciúloh byla vedena v angliètinì a nìmèinì. Na závìreèném jednání jury byly rovnì¾stanoveny hranice pro udìlení zlatých, støíbrných a bronzových medaili. Dále bylopotvzeno de�nitivní poøadí zemí v soutì¾i dru¾stev.O tom, ¾e úlohy v 1. roèníku soutì¾e byly pomìrnì nároèné svìdèí i pomìrnìnízké hranice pro udìlení medailí v soutì¾i jednotlivcù. Pro zlatou medaili bylostanoveno bodové rozpìtí 23 { 32 bodù, pro støíbrnou 13 { 22 bodù a pro bron-zovou medaili 8 { 12 bodù. Nejlep¹ího výsledku v soutì¾i jednotlivcù pøitomdosáhla Joanna Bogdanowicz z Polska, která získala 26 bodù. Celkovì byly udì-leny 2 zlaté, 8 støíbrných a 10 bronzových medailí. Nejlep¹ího výsledku v soutì¾ijednotlivcù dosáhli z èeského dru¾stva Samuel Øíha (10 b.) a Tomá¹ Toufar (9b.), kteøí obdr¾eli bronzové medaile.O nìco lépe si vedli na¹i soutì¾ící v soutì¾i dru¾stev. Díky dobøe zorganizo-vané strategii øe¹ení v¹ech ètyø úloh obsadili po zásluze velice pìkné 3. místo adomù si tak v¹ichni pøivezli cennou bronzovou medaili. Pøed námi skonèilo Polskos celkovým ziskem 31 bodù (ze 32 mo¾ných) a Chorvatsko se ziskem 25 bodù.Dru¾stva na 3. { 5. místì dosáhla shodnì zisku 21 bodù, ale èeské dru¾stvo (jakojediné z nich) vyøe¹ilo bezchybnì { bez ztráty bodu { dvì soutì¾ní úlohy (2. a3.), proto v koneèném poøadí obsadilo 3. pøíèku pøed Slovenskem a Rakouskem.Na ¹estém místì skonèilo ©výcarsko (19 b.) a na sedmí byli Slovinci (18 b.).Pro soutì¾ící a ostatní úèastníky 1. Støedoevropské MO pøipravili poøadateléna poslední dva dny jednodenní výlety, a to k Neziderskému jezeru (NeusiedlerSee) a do Vídnì, kde si úèastníci soutì¾e mìli mo¾nost prohlédnout pamìtihod-nosti hlavního mìsta Rakouska.Slavnostní ukonèení soutì¾e se konalo za pøítomnosti zástupcù politického ¾i-vota zemì Burgenland a ministerstva ¹kolství Rakouska v kongresovém sále hoteluOhr v Eisenstadtu. Pøedseda organizaèního výboru 1. Støedoevropské olympiádyUniv. Prof. Dr. Gerd Baron pøedal v¹em ocenìným medaile a rovnì¾ podìkovalMag. Thomasi Mühlgassnerovi z Eisenstadtu, který odpovídal za zdárný prùbìh4



a celou organizaci 1. Støedoevropské MO. Podmínky pro vlastní soutì¾ v místìkonání byly poprávu oznaèeny vedoucími v¹ech delegací za nadstandardní.Vedoucí èeského dru¾stva pozval na tomto jednání v¹echny delegace k úèastina 2. roèníku Støedoevropské matematické olympiády, která se bude konat po-èátkem záøí 2008 v Èeské republice, a to pod zá¹titou prof. RNDr. LubomíraDvoøáka, CSc., rektora UP v Olomouci na pùdì olomoucké univerzity.Pro zájemce nakonec uvádíme dvì odli¹ná øe¹ení 1. úlohy ze soutì¾e jednot-livcù. Dlu¾no podotknout, ¾e tato úloha se nakonec ukázala (v soutì¾i jednotlivcù)jako nejobtí¾nìj¹í.Øe¹ení 1. úlohy (soutì¾ jednotlivcù). Nech» p � q � r � s je uspoøádání prvkùuva¾ované mno¾iny fa; b; c; dg kladných reálných èísel, vyhovujících podmínce zezadání úlohy a + b+ c + d = 4. U¾itím permutaèní nerovnosti pak dostanemea2bc + b2cd+ c2da+ d2ab = a � abc + b � bcd+ c � cda+ d � dab �� p � pqr + q � pqs+ r � prs+ s � qrs = (pq + rs)(pr + qs) :Dvojím u¾itím nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým prùmìrem kladnýchreálných èísel p; q; r; s dále obdr¾íme(pq + rs)(pr + qs) � �pq + rs+ pr + qs2 �2 = 14�(p+ s)(q + r)�2 �� 14  (p+ s) + (q + r)2 !4 = 164 (a+ b + c+ d)4 = 4 :co¾ jsme chtìli dokázat.Jiné øe¹ení. Vzhledem k tomu, ¾e se nerovnost nezmìní pro ka¾dou cyklickou per-mutaci uspoøádané ètveøice (a; b; c; d), mù¾eme bez újmy na obecnosti pøedpoklá-dat, ¾e a � c. Podobnì lze pøedpokládat, ¾e b � d. Pokud by toti¾ platilo b � d,dostaneme cyklickou zámìnou uspoøádané ètveøice (a; b; c; d) ètveøici (d; a; b; c),v ní¾ d � b a souèasnì a � c. Pak platía2bc + b2cd+ c2da+ d2ab = ac(ab + cd) + bd(bc + ad) : (1)Pro a � c a b � d platí (a � c)(b � d) � 0. Tato nerovnost je tedy ekvivaletnís nerovností ab + cd � bc+ ad : (2)Vyu¾itím nerovnosti (2) a u¾itím nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickýmprùmìrem pro dvojici kladných reálných èísel odhadneme pravou stranu rovnosti(1) následujícím zpùsobemac(ab + cd) + bd(bc + ad) � ac(ab + cd) + bd(ab+ cd) = (ab + cd)(ac+ bd) ��  (ab+ cd) + (ac+ bd)2 !2 =  (a + d)(b+ c)2 !2 �  14 (a + b+ c+ d)22 !2 = 4 ;co¾ dokazuje dané tvrzení. 5


