MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, C a P
57. ROCNIK, 2007/2008
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P pofadame praveé pro vas.
Kategorie A je urcena zakum maturitnich a pfedmaturitnich ro¢nik,
kategorie B zakim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zaktm, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakim vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi néasledujici tabulka:

Piedpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2007/2008 A
2008/2009 A
2009/2010 B
2010/2011 C

ZAci nizsich ro¢nikii viceletjch gymnézii soutézi v MO spoleéné s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéZe v kategoriich A, B, C: V kategorii A probih4 soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probihd
ve dvou kolech (Skolnim a krajském).

Skolni kolo ma dvé ¢asti — doméci a klauzurni. V doméci €asti na vas
¢eka Sest loh, které najdete v tomto letdku. Jejich FeSeni (ne nutné viech)
odevzdejte svému uciteli matematiky do 26. listopadu 2007 (kategorie A)
a do 21. ledna 2008 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle stupnice
1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere, vysvétli
vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym fesenim, které také
najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vasSe feseni ales-
pon ¢tyf tloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete pozvani do
klauzurni €asti skolniho kola. Tam budete ve stanoveném ¢ase samostatné
Fesit dalsi tii dlohy.

Nejlepsi ti¢astnici skolniho kola budou pozvéani do krajského kola. Tam
budou béhem ¢tyt hodin samostatné fesit ¢tyri tlohy. Pri soutézi budou



moci pouzivat skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje.
O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje soucet bodu ziskanych
za jednotlivé dlohy, a to 0 az 6 bodt za kazdou z nich. Pokud prvnich
n zaku dosdhne stejného poc¢tu bodd, je jejich poradi oznaceno shodné 1.—
n. mistem. Podobné se uréi poradi na dalsich mistech. Zadn4, jina kritéria
nejsou pripustna.

V kategorii A budou jesté nejlepsi fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v astfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéze lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potfeby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole fesite jen ¢tyfi tlohy
uvedené v tomto letaku. Sva feseni odevzdate svému uciteli matematiky
do 15. listopadu 2007.

V kategorii P se nekoné klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tspésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kon4 tstfedni kolo, jehoZz vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Ptedbézné byly stanoveny tyto terminy 57. roéniku MO:

I. kolo II. kolo III. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (Gsttedni)
Kategorie A 4.12. 2007 22.1. 2008 9.3.-12.3. 2008
Kategorie B, C 24.1. 2008 1.4. 2008 —
Kategorie P — 15.1. 2008 12.3.-15.3. 2008

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a teélovychovy CR, Jednota
Ceskijch matematiki o fyziki a Matematicky ustav Akademie véd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockach JCMF. Na jednotlivych skolach ji zajistuji
jednotlivi ucitelé matematiky, na které se muzete s otdzkami kolem MO
kdykoli obracet.

Reseni soutéZnich tiloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
ilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnazium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
2007,/2008

B-I-4

Posledni idaj je oznaceni tlohy podle tohoto letdku. Znéni tloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vdm FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piSte jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné Gvahy tak,
aby bylo mozZno sledovat vas myslenkovy postup.



KATEGORIE A

A-1-1
Najdéte vSechny trojice redlnych ¢isel a, b, ¢ s vlastnosti: Kazda z rovnic

B+ (a+1)2> + 0+3)r+ (c+2)=0,
2+ (a+2)2 + b+ 1z + (c+3) =0,
P+ (a+3)2? +(b+2)z+(c+1)=0

ma v oboru realnych c¢isel tii riizné koreny, celkem je to vSak pouze pét
riznych isel. (Jaromir Simsa)

A-1-2

V roviné je déna tsecka AV a ostry thel velikosti o. Urcete mnozinu
stfedd kruznic opsanych vsem tém trojihelnikiim ABC' s vnitfnim thlem
a pii vrcholu A, jejichZ vysky se protinaji v bodé V.  (Pawvel Leischner)

A-1-3

Mnozinu M tvofi 2n riznych kladnych redlnych ¢isel, kde n = 2. Uva-
zujme n obdélnikt, jejichz rozméry jsou c¢isla z M, pricemz kazdy prvek
z M je pouzit pravé jednou. Urcete, jaké rozméry maji tyto obdélniky, je-li
soucet jejich obsaht

a) nejvétsi mozny; b) nejmensi mozny. (Jaroslav Svrcek)
A-T-4

Urcete pocet koneénych rostoucich posloupnosti pfirozenych cisel aq,
as,...,ar vSech moznych délek k, pro které plati a1 = 1, a; | a;41 pro
1=1,2,....,k—1a a; = 969969. (Martin Panak)
A-1-5

Je dana kruznice k, bod O, ktery na ni nelezi, a pfimka p, ktera ji nepro-
tina. Uvazujme libovolnou kruznici [, kterd ma vnéjsi dotyk s kruznici &
a dotykd se i pfimky p. Pfislusné body dotyku ozna¢me A a B. Pokud
body O, A, B nelezi v pfimce, sestrojime kruznici m opsanou trojuhelniku
OAB. Dokazte, ze vSechny takové kruznice m prochézeji spoleénym bodem

riznym od bodu O, anebo se dotykaji téZe primky. (Jan Mazdk)
A-1-6

Dokazte, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n existuje celé ¢islo a (1 < a < 5™)
takové, ze plati 5" | a® — a + 1. (Jan Mazdk)



KATEGORIE B

B-1-1

Najdéte vSechna pfirozena ¢isla k, pro néz je zapis ¢isla 6F - 72007k
v desitkové soustavé zakonéen dvojéislim a) 02; b) 04. (Eva Ridkd)
B-1-2

V pésu mezi rovnobézkami p, ¢ jsou dany dva rézné body M a N.
Sestrojte kosoc¢tverec nebo ¢tverec, jehoz dvé protéjsi strany lezi na prim-
kach p a ¢ a body M a N lezi po jednom na zbyvajicich dvou stranach.

(Jaromir Simsa)

B-1-3

Jsou-li = a y redlna ¢isla, pro néz plati 2% + 3% < 2, potom = +y < 2.
Dokazte. (Jdn Mazadk)
B-14

Najdéte vsechny pravouhlé trojuhelniky s délkami stran a, b, ¢ a dél-
kami téznic t,, tp, t., pro néz plati a + t, = b + . Uvazujte oba pripady,
kdy AB je a) pfepona, b) odvésna. (Pavel Novotny)

B-I-5
Urcete vSechny dvojice a, b redlnych ¢isel, pro néz ma kazdé z kvadra-
tickych rovnic

ar? +2bx+1=0, br’+2ax+1=0

dva rizné redlné koteny, prfiCemz pravé jeden z nich je obéma rovnicim
spoleény. (Jaroslav Svréek)

B-1-6
Obdélnik 2 005 x 2 007 je rozdélen na Cerné a bilé jednotkové ¢tverecky.
Dokazte, ze pak pro jednu z barev (Gernou nebo bilou) existuje vice nez
95800 pravothelnikii (sloZenych z jednotkovych ¢tvereckir), jez se navza-
jem neprekryvaji a jejichz rohové policka maji vesmés zvolenou barvu,
pricemz kazda z jejich stran obsahuje aspon dva ¢tverecky.
(Pavel Leischner)



KATEGORIE C

C-I1

Uréete nejmensi prirozené &islo n, pro néz i ¢isla v/2n, v/3n, v/bn jsou
prirozena. (Jaroslav Svréek)
C-I2

Ctyithelniku ABCD je vepsana kruznice se stfedem S. Uréete rozdil
|XASD| — |xCSD], jestlize | xASB| — |xBSC| = 40°. (Jaromir Simsa)

C-I-3
Mame urcity pocet krabicek a urcity pocet kulicek. Dame-li do kazdé
krabicky pravé jednu kulicku, zbyde nam n kulicek. Kdyz vSak dame praveé
n krabicek stranou, mizeme vSechny kulicky rozmistit tak, aby jich v kazdé
zbyvajici krabi¢ce bylo pravé n. Kolik méame krabicek a kolik kuli¢ek?
(Vojtech Bdlint)

C-I-4
Tangram je skladacka, kterou lze vyrobit z papiru rozrezanim vystti-
zeného ¢tverce na sedm dild podle ¢ar vyznacenych na obrazku. Predpo-

2v/2

V2 V2

kladejme, 7e délka strany étverce je 2v/2cm. Rozhodnéte, zda lze z dila
tangramu slozit:

a) obdélnik 2cm x 4 cm,

b) obdélnik v/2cm x 4v/2 cm. (Pavel Leischner)

C-I-5

Ve skupiné n lidi (n 2 4) se néktefi znaji. Vztah ,znat se“ je vzajemny:
jestlize osoba A znéa osobu B, pak také B znad A a nazyvame je dvojici
znamych.



a) Jestlize mezi kazdymi ¢tyfmi osobami jsou aspoii ¢tyfi dvojice znd-
mych, pak kazdé dvé osoby, které se neznaji, maji spole¢ného znamého.
Dokazte.

b) Zjistéte, pro kterd n = 4 existuje skupina osob, v niz jsou mezi kazdymi
¢tyfmi osobami aspon tii dvojice zndmych a soucasné se nékteré dveé
osoby neznaji ani nemaji spole¢ného zndmého.

¢) Rozhodnéte, zda ve skupiné Sesti osob mohou byt v kazdé ¢tvefici prave
t¥i dvojice zndmych a pravé tii dvojice nezndmgych. (Jan Mazdk)

C-I1-6

Klarka méla na papiru napsano trojmistné ¢islo. Kdyz ho spravné vy-
nasobila deviti, dostala ¢tyimistné ¢islo, jez zacinalo touz ¢islici jako ¢islo
puvodni, prostfedni dvé islice se rovnaly a posledni ¢islice byla souc¢tem

¢islic puvodniho ¢isla. Které ¢tyfmistné ¢islo mohla Klarka dostat?
(Peter Novotng)



KATEGORIE P

Reseni kazdého pFikladu musi obsahovat podrobny popis pouzitého algoritmu, zdi-
vodnéni jeho spravnosti a diskusi o efektivité zvoleného FeSeni (tzn. posouzeni ¢asovych
a pamétovych narokt programu).

V tlohach P-I-1, P-I-2 a P-I-3 je tfeba k feseni pfipojit odladény program zapsany
v jazyce Pascal, C nebo C++. Program se odevzdava v pisemné formé (jeho vypis je
tedy soucasti FeSeni) i elektronicky (na CD, na disketé, pfipadné po dohodé lze i zaslat
e-mailem), aby bylo mozné otestovat jeho funkénost. Slovni popis FeSeni musi byt oviem
jasny a srozumitelny, aniz by bylo nutno nahlédnout do zdrojového textu programu.
V tloze P-I4 je nutnou soucasti feseni uplny popis vsech pouzitych prekladacich stroju.

Reseni tloh doméciho kola MO kategorie P vypracujte a odevzdejte bud ve gkole,
nebo zaslete primo vasi krajské komisi MO, nejpozdéji do 15.11. 2007. Vzorova Feseni
tloh naleznete po tomto datu na Internetu na adrese http://mo.mff.cuni.cz/. Na
stejném misté jsou stale k dispozici veskeré aktualni informace o soutézi a také archiv
soutéznich dloh a vysledkt minulych roc¢niku.

P-I-1 O zdanlivém kopci

Franta a Pepik se chystali na vylet. Vymysleli si trasu, kudy spolu
pujdou, potom kazdy vytahnul svoji mapu a zacal si v ni trasu prohlizet.
Nékteré body, kterymi trasa vedla, mély v mapach vyznacenu nadmorskou
vysku.

1o je zajimavé “ fekl po chvili Franta. ,Kdyz se divim jen na nad-
moiské vysky bodt, kterymi budeme prochézet, vypada to, ze piijdeme
jenom pies jeden kopec — nejprve nahoru a potom doli.“

,,Ale kdepak, to neni pravda,“ podivil se Pepik.

Za chvili zjistili, kde vzniknul problém: méli rizné presné mapy. Né-
které nadmorské vysky bodu, které byly na Pepikové mapé vyznaceny, na
Frantové mapé chybély.

Soutézni uloha. Napiste program, ktery dostane na vstupu seznam nad-
moiskych vysek z Pepikovy mapy a zjisti, kolik nejvyse z nich muze byt
vyznaceno i na Frantové mapé.

Formdt vstupu: Prvni fadek vstupu obsahuje jedno celé ¢islo N (1 <
< N £ 100000) — pocet téch bod na trase vyletu, které maji na Pepikové
mapé vyznacenou nadmotskou vysku. Dalsi fadky obsahuji celkem N ce-
lych ¢isel z rozsahu 1 az 1000000000 — nadmorské vysky téchto bodua
(v n&jakych vdm neznamych jednotkdch). Vysky jsou uvedeny v pofadi,
jak po sobé nasleduji na trase vyletu.

Formadt vystupu: Vystupem bude jediné celé ¢islo K — nejvétsi pocet
nadmoiskych vysek z Pepikovy mapy, které mohly byt vyznaceny i na
Frantové mapé.

Jestlize aq, ..., ax jsou vysky vyznacené na Frantové mapé, pak musi
splitovat nésledujici podminku: pro néjaké ¢ z mnoziny {1,..., K} musi

platit Vj € {1,...,1 —1}:a; < a;j11 a zaroven Vj € {i,..., K —1}ia; >
> Qj41.



Priklad:
vstup: vystup:
12 9
112 247 211 209 244
350 470 510 312 215  Jedna moznost, jak mohly vypadat
117 217 nadmorské vysky na Frantoveé mapé:
112, 211, 244, 350, 470, 510, 312, 215, 117

P-I-2 Rezervace mistenek

,V horéach se naslo zlato!“ Septali si lidé v Sirokém okoli uz nékolik
do legendami opredené oblasti zvané Horni Klondik.

Kdyz ale Horni Klondik zaplavila vlna novych zlatokopt, nastal nece-
kany problém. Jediny mistni vlacek, ktery v Klondiku méli, byl najednou
tak precpany, ze se do néj polovina zdjemcu ani nevesla. A nedivte se,
ze zlatokopa, ktery se Zene za co nejvyhodnéjsi parcelou, néco takového
poradné rozzlobi.

Kdyz uz se zdalo, ze zanedlouho dojde na kazdé Zeleznic¢ni stanici ke kr-

.....

mistenky.

Soutézni uloha. NapiSte program, ktery bude zpracovavat rezervace
mist na jednu jizdu vlaku. Trat vlaku ma N + 1 stanic, které si oéislujeme
od 0 do N v poradi, jak na trati lezi. Ve vlaku je M mist, takze mezi
kazdou dvojici po sobé nasledujicich stanic muze jet vlakem nejvyse M
zlatokop1l.

Vas program musi postupné zpracovat nékolik pozadavkl na rezervaci
mist. Kazdy pozadavek je tvaru ,,x lidi chce jet ze stanice y do stanice z.“
Pokud je jesté na kazdém tseku trati mezi stanicemi y a z ve vlaku aspon
x mist volnych, va§ program takovyto pozadavek pfijme, v opa¢ném pii-
padé ho odmitne.

Formadt vstupu: Prvni fadek vstupu obsahuje tfi cela ¢isla N, M a P
(1< N,M,P < 100000) — pocet tsekt trati, pocet mist ve vlaku a pocet
pozadavkil na rezervaci.

Nasleduje P radki, kazdy z nich popisuje jeden pozadavek na rezervaci
v pofadi, v jakém byly tyto pozadavky zadany. Pfesnéji, i-ty z téchto
Fadkd obsahuje t¥i celd &isla x;, y;, 2; oddélend mezerami (1 < z; £ M,
0 < y; < 2z; £ N). Vyznam téchto hodnot byl popsin vyse.

Formadt vystupu: Pro kazdy pozadavek vypisSte na vystup jeden rfadek
a na ném bud Fetézec prijat, jestlize prislusny pozadavek bylo jesté mozné
splnit, nebo fetézec odmitnut, pokud uz ve vlaku nebylo dost volnych mist.
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Priklad:

vstup: vystup:
466 prijat
214 prijat
213 odmitnut
324 odmitnut
312 prijat
601 prijat
434

Po pfijeti prvnich dvou pozadavki vime, Ze v uisecich mezi stanicemi
1 a 2 a mezi stanicemi 2 a 3 zlistanou uz jen dvé volna mista. Proto
musime odmitnout nasledujici dvé trojclenné skupiny, které chtéji cestovat
i na téchto tusecich traté. Posledni dva pozadavky opét muZeme splnit.
U prvniho z nich je to zfejmé, u druhého nam ve stanici 3 vystoupi dostatek
lidi na to, aby se na posledni tsek trati uvolnila pfesné potfebnd ctyfi
mista.

P-1-3 Fibonacciho soustava

Fibonacciho posloupnost vypada nasledovné:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

Sestrojime ji tak, ze prvnimi dvéma ¢leny posloupnosti jsou 0 a 1 a kazdy
nasledujici ¢len posloupnosti je sou¢tem dvou predchazejicich. Matema-
ticky zapséno:
Fy =0,
=1,
Fn+2 = Fn+1 + Fn (VTL 2 0)

Podivejme se nyni na to, jak funguji pozi¢ni ¢iselné soustavy. Pozi¢ni
Ciselna soustava je uréena dvéma tudaji: mnozinou pouzivanych cifer a po-
sloupnosti, kterda pro kazdou pozici v zapisu ¢isla udava hodnotu, jiz se
prislusné cifra nasobi.

Napfiiklad nase desitkova soustava pouzivd mnozinu cifer {0,1,2,...,9}
a jednotlivé pozice v ¢isle maji hodnoty (zprava doleva) 1, 10, 100,
1000, ...

Fibonacciho ¢iselnd soustava je pozic¢ni ¢iselna soustava, kterd pouziva
pouze cifry 0 a 1 a v niz jsou hodnoty jednotlivych pozic postupné rovny
¢lentim Fibonacciho posloupnosti (poc¢inaje ¢islem Fy = 1). Tedy napiiklad
zapis 10011 ve Fibonacciho soustavé predstavuje ¢islo1-8+0-5+4+0-3 +
+1-241-1=11.



Na rozdil od béznych ¢iselnych soustav ve Fibonacciho soustavé nemaji
néktera cisla jednoznacny zapis. Napriklad také zapis 10100 predstavuje
¢islo 11.

SoutéZni dloha.

a) (3 body) Zapis ¢isla ve Fibonacciho soustavé nazveme pékny, jestlize se
v ném nikde nevyskytuji dvé po sobé jdouci jednicky. Dokazte, ze kazdé
prirozené ¢islo ma ve Fibonacciho soustavé pravé jeden pékny zapis.
Napiste program, ktery ze vstupu precte prirozené Cislo N a vypiSe
jeho pékny zapis.

b) (7 bodui) Napiste program, ktery pro dand k, A a B spo¢ita, kolik
¢isel z mnoZziny {A, A+ 1,..., B} ma ve svém pékném zapisu pravé
k jednicek.

Formdt vstupu: V asti a) je na vstupu jediné pfirozené ¢islo N (1 <
< N £1000000000).

V ¢asti b) jsou na vstupu t¥i pfirozend ¢isla k, A a B (1 < k < 30,
1< A< B <1000000000).

Formdt vystupu: V ¢asti a) vypiste na jeden fadek Fetézec nul a jedni-

cek, ktery predstavuje pékny zapis Cisla V.

V &ésti b) vypiste jedno celé ¢islo — podet ¢isel ze zadaného intervalu,
kterd maji ve svém pékném zapisu pravé k jednicek.

Priklady pro éast a):

vstup 1: vystup 1:

11 10100

vstup 2: vystup 2:

174591 1010001000000000100010010
Priklady pro édst b):

vstup 1: vystup 1:

1413 3

(Pro k = 1 je vystupem pocet Fibonacciho ¢isel v daném rozsahu. V za-
daném rozsahu lezi Fibonacciho ¢isla 5, 8 a 13.)

vstup 2: vystup 2:
2413 6
vstup 3: vystup 3:

10 102000 103000 86

P-I-4 Prekladaci stroje
V tomto ro¢niku olympiddy budeme pracovat s preklddacimi stroji.
Ve studijnim textu uvedeném za zadanim tlohy jsou tyto stroje popsané.
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Soutézni uloha.

(1 bod) Vsimnéte si piekladacich stroji B a C z pfikladi ve studijnim
textu. Tyto dva stroje zjevné provadéji preklad ,opac¢nymi sméry*.
Mohli bychom proto o¢ekavat, ze plati nasledujici tvrzeni:

Necht M je libovolné (tfeba i nekoneénd) mnozina, jejimiz prvky jsou
néjaké fetézce pismen a, e a i. Potom C(B(M)) = M. Slovné popséno:
KdyZ vezmeme mnozinu M, prelozime ji pomoci stroje B a vysledek
prelozime pomoci C, dostaneme ptuvodni mnozinu.

Pokud toto tvrzeni skutec¢né plati, dokazte ho. Pokud ne, najdéte pro-
tipriklad.

(1 bod) Totéz jako v predchézejici ¢asti, jen M obsahuje fetézce tvofené
znaky = a e a zajimd nas, zda musi platit B(C(M)) = M.

(3 body) Rekneme, Ze fetézec je zajimavy, jestlize obsahuje pouze pis-
mena a a b, pfi¢emz pismen a je dvojndsobny podet nez pismen b. Necht
X je mnozina vsech zajimavych fetézci. Tedy naptiklad aaabab € X,
ale baba & X.

Necht Y je mnozina vSech Fetézcli, které obsahuji nejprve nékolik
pismen a a za nimi trojnasobné mnozstvi pismen b. Tedy naptiklad
abbb € Y, ale aaabab € Y.

Sestrojte prekladaci stroj, ktery prelozi X na Y.

(5 bodii) Na zac¢atku méme mnozinu M, jez obsahuje vSechny takové
Fetézce tvofené z pismen a, b, které obsahuji stejny pocet pismen a jako
b. Tedy napriklad abbbaa € M, ale aabab & M;.
Nové mnoziny muizeme sestrojovat nasledujicimi operacemi:

> prekladem néjaké jiz sestrojené mnoziny néjakym strojem (mtizeme

pouzit pokazdé jiny stroj),

> sjednocenim dvou jiZz sestrojenych mnozin,

> prunikem dvou jiz sestrojenych mnozin.
Provedenim co nejmensiho poctu operaci sestrojte mnozinu G, ktera
obsahuje pravé vSechny fetézce, v nichz je nejprve nékolik pismen a,
potom stejny pocet pisemen b, a nakonec stejny pocet pismen c. Tedy
napftiklad aabbcc € G, ale abce € G, a ani bac € G.

Studijni text:

Preklddact stroj prijimé na vstupu fetézec znakt. Tento Fetézec po-

stupné ¢te a podle predem zvolené soustavy pravidel (tedy podle svého
programu) ob¢as néjaké znaky zapiSe na vystup. Kdyz stroj zpracuje cely
vstupni fetézec a uspésné ukonci svij vypocet, vezmeme Tetézec znaki
zapsany na vystup a nazveme ho prekladem vstupniho fetézce.

Vypocet stroje nemusi byt jednoznacné urcen. Jinymi slovy, soustava

pravidel mtze nékdy stroji umoznit, aby se rozhodl o dalsim postupu vy-
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poctu. V takovém pripadé€ se muze stat, ze néktery retézec bude mit vice
riznych prekladu.

Naopak, muze se stat, ze v urcité situaci se podle danych pravidel
nebude moci v prekladu pokracovat vibec. V takovém pfipadé se mize
stat, ze néktery fetézec nebude mit vibec zadny preklad.

Formalnéjsi definice prekladaciho stroje

Kazdy prekladaci stroj pracuje nad néjakou predem zvolenou konec¢nou
mnozinou znaki. Tuto mnozinu znakd budeme nazyvat abeceda a znagit 3.
V soutéznich tlohach bude vzdy X znama ze zadani tlohy. Abeceda nebude
nikdy obsahovat znak $, ten budeme pouzivat k oznaceni konce vstupniho
Tetézce.

Stroj si muze béhem prekladu fetézce pamatovat informaci konecné
velikosti. Formalné tuto skute¢nost definujeme tak, Ze stroj se v kazdém
okamziku prekladu nachazi v jednom z konecné mnoha stavi. Nutnou sou-
Casti programu prekladaciho stroje je tedy néjaka koneénd mnoZina stavi,
v nichZ se stroj mtize nachazet. Tuto mnozinu oznac¢ime K. Kromé sa-
motné mnoziny stavu je také tfeba uvést, ve kterém stavu se stroj nachazi
na zacatku kazdého prekladu. Tento stav nazveme pocdtecni stav.

Program stroje se sklada z konec¢ného poctu prekladovych pravidel.
Kazdé pravidlo mé tvar ¢tvefice (p,u,v,q), kde p,q € K jsou néjaké dva
stavy a u, v jsou néjaké dva retézce znakd z abecedy .

Stavy p a ¢ mohou byt i stejné. Retézec u miize byt tvofen jedinym
znakem $. Retézce u a v mohou byt i stejné. Néktery z téchto fetézcti miize
byt pfipadné prazdny. Aby se program lépe cetl, budeme misto prazdného
Tetézce psat symbol €.

Prekladové pravidlo ma néasledujici vyznam: ,,Kdyz je stroj pravé ve
stavu p a dosud neprectend ¢ast vstupu zacina retézcem u, muize stroj tento
fetézec ze vstupu precist, na vystup zapsat fetézec v a zménit svaj stav
na ¢.“ Vsimnéte si, Ze pravidlo tvaru (p, e, v, ¢) miZzeme pouzit vzdy, kdyz
se stroj nachéazi ve stavu p, bez ohledu na to, jaké znaky jesté zistavaji
na vstupu.

Jesté potirebujeme stanovit, kdy pieklad tspésné skoncil. V prvni fadé
budeme pozadovat, aby prekladaci stroj precetl cely vstupny Tetézec.
Kromé toho umoznime stroji ,,odpovédét®, zda se mu preklad podafil nebo
ne. To zaridime tak, Ze nékteré stavy stroje oznacime jako koncové stavy.
Mnozinu vSech koncovych stavit budeme znacit F'.

Formalni definice prekladaciho stroje

Piekladaci stroj je uspofddana pétice (K, X, P, qo, F), kde ¥ a K jsou
konecéné mnoziny, q9 € K, F C K a P je konecnd mnozina pieklado-
vych pravidel popsanych vySe. Pfesnéji, nechf ¥* je mnozina vSech Fe-
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tézcu tvorenych znaky ze X, potom P je konecnd podmnozina mnoziny
K x (3*U{$}) x X" x K.

(Pro kazdé ¢ € K budeme mnozinu pravidel, jejichz prvni slozkou je g,
nazyvat ,prekladova pravidla ze stavu ¢“.)

Chceme-li definovat konkrétni prekladaci stroj, musime uvést vSech pét
vyse uvedenych objekta.

Kdyz uz mame definovan konkrétni stroj A = (K, %, P, qo, F), mizeme
urcit, jak tento stroj preklada konkrétni fetézec. Uvedeme nejprve formalni
definici a potom ji slovné vysvétlime.

Mnozina platnijch prekladi fetézce u preklddacim strojem A je:

Au) = {v ‘ In 2 03(p1,u1,v1,71), -y (Pry Un,y Uy ) € P
(Vie{l,...,n—=1} 7 =pis1) Ap1 =qo Arn € FA

/\Hki2O:ulug...un:u$...$/\v1v2...vn:v}.
k

Definice stanovi, kdy je fetézec v prekladem fetézce u. Vysvétlime si slovné
vyznam jednotlivych fadkt definice:
> Prvni fadek rika, Ze aby se dalo u prelozit na v, musi existovat néjaka
posloupnost prekladovych pravidel, kterou pfi tomto prekladu pouzi-
jeme. Dalsi dva fadky popisuji, jak tato posloupnost musi vypadat.
> Druhy radek zabezpecuje, aby stavy v pouzitych pravidlech byly sprav-
né: Prvni pravidlo musi byt pravidlem z pocatecniho stavu, kazdé dalsi
pravidlo musi byt pravidlem z toho stavu, do néhoz se stroj dostal po-
uzitim predchazejiciho pravidla.
Navic stav, v némz se bude stroj nachazet po skonceni vypoctu, musi
byt koncovy.
> Posledni fadek popisuje fetézce, které stroj pti pouziti dotyénych pre-
kladovych pravidel ¢te a zapisuje.
Retézec, ktery pfi pouziti téchto pravidel stroj pfeéte ze vstupu, musi
byt skutecné zadanym fetézcem u, pripadné muze byt zprava doplnén
vhodnym podétem znakti $.
Retézec, ktery stroj zapiSe na vystup, musi byt presné fetézcem v.

K ¢emu budeme pouZivat piekladaci stroje?

Prekladaci stroje nam budou slouzit k ziskani prekladu jedné mnoziny
Fetézcl na jinou mnozinu fetézch. Jestlize A je prekladaci stroj a M C X*
néjaka mnozina fetézcl, potom pieklad mnoziny M strojem A je mnoZina

AM) = | A(u).

ueM
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Jinymi slovy, vyslednou mnozinu A(M) sestrojime tak, ze vezmeme vSech-
ny fetézce z M a pro kazdy z nich pfiddme do A(M) vSechny jeho platné
preklady.

Priklad 1: Mé&jme abecedu ¥ = {0,...,9}. Necht M je mnozina vSech
fetézc, které predstavuji zapisy kladnych celych ¢isel v desitkové soustave.
Sestrojime piekladaci stroj A, pro ktery bude platit, ze piekladem této
mnoziny M bude mnozina zapist vSech kladnych celych ¢isel, kterd jsou
délitelna tremi.

RESENI. Nejjednodussi bude prosté vybrat z M ta é&isla, kterd jsou déli-
telnd tfemi. N&s prekladaci stroj bude kopirovat cifry ze vstupu na vystup,
pricemz si bude pomoci stavu pamatovat, jaky zbytek po déleni tfemi dava
dosud prectené (a zapsané) ¢islo. Nachézi-li se po do¢teni vstupu ve stavu
odpovidajicim zbytku 0, prejde do koncového stavu.

Formalné A bude pétice (K,X%, P,0,F), kde K = {0,1,2,end}, F =
= {end} a prekladové pravidla vypadaji nasledovné:

P={(z,y,y,2)|lxr € {0,1,2} ANy € ¥ A z = (102 + y) mod 3} U
U{(0,8,¢,end)}.

Priklad 2: Méjme abecedu ¥ = {a,e,i,o,=}. Sestrojime preklddaci
stroj B, pro ktery bude platit, ze prekladem libovolné mnoziny M, ktera
obsahuje pouze fetézce z pismen a, e a i, bude mnozina stejnych fetézcii
zapsanych v morseovce (bez oddélova¢ti mezi znaky). Zapisy nasich pismen
v morseovce vypadaji nasledovné: a je e =, ¢ je ® a i je ee.

Naptiklad mnozinu M = {ae,eea,ia} by nas stroj mél pfelozit na
mnozinu {e = e, eee =1}. (Vsimnéte si, Ze fetézce eea a ia maji v morseovce
bez oddélovaci stejny zépis.)

RESENI. P¥ekladaci stroj B bude ¢&ist vstupni fetézec po znacich a vzdy
zapiSe na vystup kéd precteného znaku.

Formélné B bude pétice (K, X, P,O, F), kde K = {Q}, F = {QO} a pfe-
kladova pravidla vypadaji takto:

P={(Q,a,0=,0),(0V,e,0,Q0),(0,i,ee O)}.

Vsimnéte si, ze nepotiebujeme nijak zvlast kontrolovat, zda jsme na
konci vstupu. Béhem celého ptekladu je totiz stroj v koncovém stavu, takze
jakmile prec¢te posledni znak ze vstupu, bude vytvoreny preklad platny.

Priklad 3: Mé&jme abecedu ¥ = {a,e,i,o, =}. Sestrojime prekladaci
stroj C, pro ktery bude platit, ze pfekladem libovolné mnoziny M, ktera
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obsahuje pouze fetézce tvorené znaky e a =, bude mnozina vsech fetézci
z pismen a, e a i, jejichz zapisy v morseovce (bez oddélovaci mezi znaky)
jsou obsazeny v mnoziné M. Napiiklad mnozinu M = {e=e,ee e =] by
nas stroj mél pfelozit na {ae, eea,ia}.

RESENI. Nagemu pteklddacimu stroji ddme moznost rozhodnout se
v kazdém okamziku prekladu, Ze bude ¢ist kéd néjakého pismena a zapise
na vystup toto pismeno. Potom kazdé moznosti, jak lze rozdélit vstupni
fetézec na kédy pismen, bude odpovidat jeden platny preklad.

Formélné C bude pétice (K,%, P, $, F), kde K = {$}, F = {$} a pre-
kladova pravidla vypadaji nasledovné:

P={(0,e=,0a,0), ({,0,6,0), (O,00,i,O)}.

Ukézeme si, jak mohl probihat preklad fetézci z vyse uvedené mno-
ziny M. Existuji tyto tfi moznosti:
> (O 0m=,a,0), (O,0,¢,0)
> (O, 00,4,0), (O,0m=,a,0)
> (<>a e, €, <>)7 (<>7 e,¢€, <>)7 (<>a &=, a, <>)
Kdybychom zkusili pro libovolny vstupni fetézec z M pouzit prekla-
dova pravidla v jiném pofadi — napf. pro vstup e e e = pouzit trikrat
pravidlo ({, e, e, {) — nepodafi se ndm doéist vstupni fetézec az do konce.

Priklad 4: Mé&jme abecedu ¥ = {a,b,c}. Necht mnozina X obsahuje
pravé vSechny fetézce, v nichz je obsazen stejny pocet znaki a a b. Tedy
naptiklad abbccac € X, ale cbaa & X.

Necht mnoZina Y obsahuje prdvé vSechny retézce, které neobsahuji
zadné a, neobsahuji podfetézec bc, a pismen c je dvakrat vice nez pismen b.
Tedy naptiklad ccccbb € Y, ale cecbeb € Y a acacba € Y .

Sestrojime prekladaci stroj D, ktery prelozi X na Y.

RESENI. Budeme piekladat jenom nékteré vhodné fetézce z mnoziny X .
Budou to ty fetézce, které neobsahuji zadné ¢ a vSechna a v nich pfedcha-
zeji vSem znaktm b. Takovyto fetézec prelozime tak, Ze nejprve kazdé a
prepiSeme na cc, a potom zkopirujeme na vystup vsechna b. Tedy napiiklad
prekladem slova aabb bude slovo ccecbb.

Formalné D bude pétice (K, X, P, &ti-a, F'), kde K = {¢ti-a, &ti-b}, F =
= {&ti-b} a ptekladova pravidla vypadaji takto:

P = {(&ti-a, a, cc, &ti-a), (&ti-a, e, c, &ti-b), (Eti-b, b, b, &ti-b)}.

Pro¢ tento pfekladaci stroj funguje? Kdyz vstupni Fetézec obsahuje
néjaké pismeno c, pfi jeho prekldadani se u prvniho vyskytu ¢ nas stroj
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zastavi. Proto takové fetézce nemaji zadny platny preklad. Podobné ne-
maji platny preklad fetézce, v nichZ neni dodrZeno poradi pismen a a b.
Po precteni néjaké posloupnosti pismen a piejde stroj pomoci druhého
pravidla do stavu €ti-b, a pokud se poté jesté objevi na vstupu a, stroj se
zastavi.

Platné preklady tedy existuji skutec¢né pouze pro slova vyse popsaného
tvaru. Je zjevné, ze prekladem kazdého z nich ziskdme néjaky fetézec z Y,
takze D(X) C Y. Naopak, vybereme-li si libovolné slovo z Y, snadno
najdeme slovo z X, které se na néj pfelozi. Proto také Y C D(X), takZe
Y = D(X).

Informace o MO a zadani tloh najdete téZ na internetu

http://math.muni.cz/mo

Sponzor matematické olympiady

v Ceské republice “‘OL Fm
EE AZZAD) RESEARCH

MAKERS OF MATHEMATICA®
Do atel software MATHEMATICA

USTREDNI KOMISE MATEMATICKE OLYMPIADY
57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Letak kategorii A, B, Ca P
Vydala Jednota ceskych matematikii a fyzika
pro vnitini potfebu Ministerstva skolstvi, mladeze a télovychovy CR
v 1. vydani
Programem TgX pripravil Karel Horak

© Jednota ceskych matematikt a fyzika, 2007



