57. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ve

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie C

1. Urcete nejmensi prirozené ¢islo n, pro néZ i ¢isla v/2n, v/3n, v/5n jsou prirozend.

RESENI. Vysvétlime, pro¢ prvoéiselny rozklad hledaného é&isla musi obsahovat jen
vhodné mocniny prvocisel 2, 3 a 5. Kazdé pripadné dalsi prvocislo by se v rozkladu
¢isla n muselo vyskytovat v mocnin€, jejiz mocnitel je délitelny dvéma, tfemi i péti
zaroven (viz navodnou tlohu 1). Po vyskrtnuti takového prvoéisla by se ¢islo n zmensilo
a zkoumané odmocniny by pfitom ztstaly celociselné.

Polozme proto n = 2%3%5¢, kde a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla. Cisla ¥/3n a ¢/5n jsou ce-
14, proto je exponent a nasobkem t¥ a péti. Také /2n je celé &slo, proto musi byt &slo a
liché. Je tedy lichym nésobkem patnacti: a € {15,45,75,...}. Analogicky je mocnitel b
takovy nasobek deseti, ktery pti déleni tfemi dava zbytek 2: b € {20, 50, 80, ...}. Cislo ¢
je pak tim nasobkem Sesti, ktery pii déleni péti dava zbytek 4: ¢ € {24,54,84,...}.
Z podminky, Ze n je nejmensi, nakonec plyne n = 21°320524,

Presvédcime se jesté, ze dané odmocniny jsou prirozend cisla:

Von = 28319512 /3n = 253758, /5n = 2332%5°.

Zdvér: n = 219320524

ULOHY K PROCVICEN(:

1. Jsou-li m, k a &/m cela &isla v&tsi nez 1, pak v rozkladu ¢isla m na prvocinitele se kazdé
prvodislo vyskytuje v mocniné, jejiz mocnitel je nasobkem ¢&isla k. Dokazte. [Rozklad
¢&isla m dostaneme, kdyz rozklad ¢isla {/m umocnime na k-tou.]

2. Najdéte vSechny trojice pfirozenych Cisel a, b, ¢, pro které soucasné plati

n(ab,c) =28, n(bc,a) =2°, n(ca,b) =21,

kde n(z,y) znaéi nejmensi spoleény ndsobek prirozenych &isel z, y. [50-C-S-1]

3. Pro kolik uspofadanych trojic pfirozenych &isel z, y, z plati zyz = 10000007 [Navod:
1000000 = 2656, Polozme x = 257, y = 2059, 2 = 2°5" a prozkoumejme vechny
moznosti pro a + b+ c¢c = 6 a pro p+ g + r = 6. Nakonec zjistime hledany pocet:
28 - 28 = 784.]

2. Ctyrihelniku ABCD je vepsdna kruznice se stredem S. Urcete rozdil |xASD| —
— |xCSD), jestlize |XASB| — |xBSC| = 40°.

RESENI. Paty kolmic ze stiedu S vepsané kruznice ke stranam AB, BC, CD a DA
ozna¢me po fadé pismeny K, L, M a N (obr.1). Pravothlé trojuhelniky ASK a ASN
jsou shodné podle véty Ssu. Maji totiz spole¢nou preponu AS a shodné odvésny SK
a SL, jejichz délka je rovna polomeéru vepsané kruznice. Ze shodnosti téchto trojuhelnik
plyne jednak zndmé tvrzeni o délkach tecen (|JAK| = |AN|), jednak shodnost uhld ASK
a ASN, jejichz spole¢nou velikost oznac¢ime a:

|xASK| = |xASN| = a.
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Obr. 1

Analogicky zjistime shodnost trojuhelniki SBK a SBL, dale pak SCL a SCM,
nakonec SDM a SDN. Na zakladé uvedenych shodnosti zjistime, ze lze polozit

|XxBSK|=|xBSL|=p, |xCSL|=|xCSM|=v, |xDSM|=|xDSN|=24.
Odtud a z obr. 1 pak plyne

|XASD|— |xCSD| = (a+0)—(y+d) =a—vy=
=(a+ ) — (y+ 5) =|xASB| — |xBSC| = 40°.

Zavér: |xASD| — |xCSD| = 40°.

ULOHY K PROCVICENI:

1. Teény vedené ke kruznici k(O,r) z bodu A se dotykaji kruznice k v bodech T" a U.
Dokazte: a) |AT| = |AU]|, b) |<AOT| = |xAOU|.

2. Ctyithelniku ABCD je vepsdna kruznice se stfedem O. Dokazte, ze a) |xDOC| =
= |xDAO| + |xABO|, b) AB || CD = |xAOD| =90°.

3. Teény vedené ke kruznici k(O, r) z bodu A se dotykaji kruznice k v bodech T  a U. T¥eti
te¢na protind tsecky AT a AU po fadé v bodech B a C. Urcete obvod trojahelniku
ABC, je-li |AT| = 12cm. [24cm: pro bod V dotyku te¢ny BC plati |CV]| = |CU|
a |BV| = |BT]|, takze |BC| = |CU| + |BT|.]

3. Mame urcity pocet krabicek a urcity pocet kulicek. Dame-li do kazZdé krabicky prdave
jednu kulicku, zbyde nam n kulicek. Kdyz vsak dame prdvé n krabicek stranou, mai-
zeme vsechny kulicky rozmistit tak, aby jich v kaZdé zbyvajici krabicce bylo prave n.
Kolik mame krabicek a kolik kulicek?

RESEN{. Oznadime-li x pocet krabicek a y pocet kulidek, vede zad4ni na soustavu
rovnic

rT+n=y a (r—n)-n=y (1)

s nezndmymi x, y a n z oboru prirozenych cisel. Vyloucenim nezndmé y dostaneme
rovnici x + n = (x — n) - n, kterd neméa feseni pro n = 1. Pro n = 2 dostaneme




odkud vidime, ze (pfirozené) ¢islo n — 1 musi byt délitelem ¢isla 2. Tedy n € {2, 3}.
Piipustné hodnoty n dosadime do (1) a soustavu vyfesime (lze téz vyuzit posledni
vztah). Pro n = 2 dostaneme z =6, y =8 apron =3 uréime z =6 a y = 9.

Zkouska: Méjme Sest krabicek a osm kulicek. Kdyz do kazdé krabicky dame prave
jednu kulicku, zbyde n = 2 kulicek. Kdyz vSsak odebereme dvé krabicky, mizeme do
zbyvajicich ¢tyt rozdélit kulicky praveé po dvou. Podminky tlohy jsou tedy splnény. Pro
Sest krabicek a devét kulicek provedeme zkousku stejné snadno.

Zavér: Bud mame Sest krabicek a osm kulic¢ek, nebo Sest krabicek a devét kulicek.

ULOHY K PROCVICENT:

an + 27
1. Urcete vSechna celd cisla n, pro kterd nabyva zlomek +

n 4+
[n € {—18,—-8,—6,—4,—2,0,2,12}, ¢islo n + 3 je délitelem déisla 15.]

2. Novékova, Vankova a Sudkova vyhraly stafetu a kromé diplomii dostaly i bonboniéru,
kterou hned po zavodech sluply. Kdyby snédla Petra o 3 bonbdény vice, snédla by jich
pravé tolik, co MiSa s Janou dohromady. A kdyby si Jana pochutnala jesté na sedmi
bonbdnech, také by jich méla tolik, co druhé dvé dohromady. Jesté vime, ze pocet
bonbént, které snédla Vankova, je délitelny tfemi a ze Sudkova si smlsla na sedmi
bonbdnech. Jak se dévéata jmenovala? Kolik bonbénii snédla kazda z nich? [56—-Z9-11-3]

celoc¢iselné hodnoty.

4. Tangram je skladacka, kterou lze vyrobit z papiru rozrezanim vystrizencho ctverce
na sedm dild podle car vyznacenych na obrdzku. Predpokladejme, Ze délka strany
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V2 V2

ctverce je 2v/2 em. Rozhodnéte, zda lze z dili tangramu sloZit:
a) obdélnik 2 cm x 4 cm,
b) obdélnik /2 cm x 4y/2 cm.

RESEN{. a) Obdélnik slozit 1ze (obr. 2).

4
Obr. 2

b) Celkova délka ,iraciondlnich® stran vsech dilt tangramu je 10v/2cm. Je tedy
rovna obvodu obdélniku, ktery mame slozit. Odtud a z textu pomocné tlohy 1 plyne, ze
vSechny ,iracionalni“ strany dilti tangramu museji byt umistény na hranici skladaného
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obdélniku. To vSak neni mozné, nebot protilehlé ,iracionélni“ strany kosodélnikového
dilu maji vzdalenost mensi nez 1cm, kdezto nejmensi vzdalenost protilehlych stran
obdélniku je V2 cm.

Zdvér: Obdélnik 2cm x 4cm lze z tangramu slozit, ale obdélnik v/2cm x 4v/2 cm
slozit nelze.

ULOHY K PROCVICEN(:

1. Dokazte, Ze pro cela nezdporné Cisla a, b, ¢, d plati: Délku tsecky lze vyjadiit ve tvaru
a + bv/2 a soudasné ve tvaru c + d\/ﬁ, pravé kdyz a = ¢ a b = d. [Rovnost a + b2 =
= c+dV/2 je ekvivalentni se vatahem a — ¢ = (d — b)V/2, jehoz leva strana je celé &islo,
kdezto prava strana je pro d # b iraciondlni. Rovnost nastava, jen kdyz plati a = ¢
ab=4d]

2. Dokazte, ze z tangramu nelze slozit kosodélnik se zakladnou délky 2 cm a vyskou 4 cm.
[Z dil&i tangramu lze sestavit pouze ty uhly, jejichz velikost je ndsobkem 45°. Proto
mé kosodélnik velikosti vnitinich thla 45° a 135°. Ma-li vysku 4cm, mé jeho delsi
strana délku 4v/2 cm. Tangram mé sedm dilf1, z nich# jeding ¢tverec ma viechny strany
celociselné délky. Podél obou delsich stran kosodélniku je proto nutno umistit po jedné
siracionalni“ strané kazdého ze Sesti zbyvajicich ,iraciondlnich“ dili. Zbydou tak prave
dvé strany délky v/2cm, jez museji byt uvniti skladaného kosodélniku. Jedna z nich
ziejmé patii dilu tvaru kosodélniku (nebot ten nemtize mit pro svou malou vysku
obé protilehlé ,iraciondlni“ strany na hranici sklddaného obrazce), druha dilu tvaru
trojuhelniku s iracionalnimi“ odvésnami. V dutsledku véty z pfedchozi tlohy musi
byt tyto strany umistény podél téze primky. To vSak neni mozné, protoze mohou byt
umistény jediné ve smérech navzajem kolmych.]

3. Urcete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych éisel, pro néz plati a + /5 = b+ aV/5.
[66—C-I-1]

4. Urcete vSechny dvojice (a,b) pfirozenych &isel, jejichz rozdil a — b je pdtou mocninou
nékterého prvoéisla a pro néz plati a — 4vb = b+ 4y/a. [56-C-S-3]

5. Najdéte vSechny dvojice (a,b) nezdpornych realnych éisel, pro které plati

Va2 +b+ Vb2 +a= a2 +b2+Va+b.

[48-C-S-1]

5. Ve skupiné n lidi (n 2 4) se nékteri znaji. Vztah ,zndt se je vzdjemny: jestlize
osoba A znd osobu B, pak také B znd A a nazyvame je dvojict zndmgjch.

a) Jestlize mezi kaZdymi c¢tyrmi osobami jsou aspon ¢tyri dvojice zndmich, pak
kazdé dve osoby, které se neznaji, magi spolecneho znamého. Dokazte.

b) Zjistéte, pro ktera n = 4 existuje skupina osob, v niz jsou mezi kaZdymi ctyrmi
osobami aspon tri dvojice zndmgych a soucasné se nekteré dvé osoby neznaji
ani nemaji spolecného znameého.

c) Rozhodnéte, zda ve skupiné Sesti osob mohou byt v kaZdé ctverici prdvé tri
dvojice znamych a prave tri dvojice neznamych.

RESEN{. a) Ozna¢me A, B dvé osoby, jez se neznaji, a ptridejme k nim libovolné
dalsi dvé osoby X a Y. Kdyby ani osoba X, ani osoba Y nebyla spoleénym zndmym
osob A a B, méli bychom ze vSech Sesti dvojic ve ¢tverici ABXY aspon tfi dvojice
neznamych: dvojici AB, dvojici AX nebo BX a dvojici AY nebo BY . Dvojice zndmych
ve ¢tvefici ABXY by tak byly nejvyse tfi, coz odporuje pfedpokladu ze zadani ¢asti a).
Tim je ¢ast a) dokazana.

b) Skupina pozadovanych vlastnosti existuje pro vSechna n = 4. Jako priklad staci
zvolit skupinu, v niz se osoba A nezna s nikym a ostatni se znaji navzajem. Pak existuje
dokonce n — 1 dvojic osob, které se ani neznaji, ani nemaji spolecného znamého, a mezi
kazdymi ¢tyfmi osobami jsou aspon tii dvojice znamych.
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c) Budeme ptedpokladat, ze Sestice osob s popsanou vlastnosti existuje. Vyuzi-
jeme grafickych znazornéni, v nichz osoby zakreslime jako body. Plnou (resp. ¢arkova-
nou) useckou, kterou nékteré dva z téchto boda spojime, vyznacime dvojici zndmych
(resp. dvojici neznamych).

7 kazdého bodu grafického znazornéni skupiny Sesti osob vychazi pravé pét tsecek.
Podle Dirichletova principu jsou proto aspon tfi usecky, jez vychazeji z téhoz bodu,
stejného typu (jsou bud ¢arkované, nebo plné). Oznacéme body A, B, C, D, E a F tak,
aby byly téhoz typu usecky AB, AC a AD, a predpokladejme nejprve, Ze oznacuji dvojice
znamych. Ve ¢tverici ABC D jsou vsak podle predpokladu pravé tii dvojice nezndmych,
a proto je trojuhelnik BC'D v grafickém znazornéni zakreslen carkované. Ve ¢tverici
BCDE pak tsecky EB, EC, ED nutné ptedstavuji dvojice znamych (obr.3). Odtud
plyne, zZe ve ¢tvefici ABDFE jsou aspon ¢tyfi dvojice znamych, které na obr. 3 znazornuji
usecky AB, AD, EB a ED, coz odporuje nasemu predpokladu. Pfipad, kdy usecky AB,
AC a AD predstavuji dvojice neznamych, vede ke sporu analogicky (v pfedchozich tva-
héach stac¢i zameénit vztahy zndt se a neznat se a samoziejmé i carkované a necarkované
usecky).

E D

Obr. 3

Zdvér c¢asti c): Neexistuje skupina Sesti osob, kterd ma v kazdé své ¢tvefici pravé
t¥i dvojice znamych a pravé tfi dvojice neznamych.
ULOHY K PROCVICENT:
1. Ve skupiné péti osob se v kazdé Ctvetici vyskytuji pravé tfi dvojice znamych.
a) Dokazte, ze ve skupiné nemuze byt trojice osob, které se znaji navzdjem (tzv. troj-
thelnik zndmych), ani osoba, kterd m4 aspon tfi zndmé.
b) Dokazte, ze zde nemtze byt trojihelnik nezndmych ani ¢lovék, ktery se nezna
aspon se tfemi osobami.
¢) Nakreslete graf zndmosti v takové skupiné osob.

6. Klarka méla na papiru napsano trojmistné cislo. Kdyz ho spravné vyndsobila devi-
ti, dostala ctyrmistné cislo, jeZ zacinalo touZ cislici jako cislo puvodni, prostredni
dve cislice se rovnaly a posledni cislice byla souctem cislic puvodniho cisla. Které
ctyrmistné cislo mohla Klarka dostat?

RES$EN{. Hledejme pitivodni é&islo x = 100a 4 10b+-c, jehoz &islice jsou a, b, c. Cislici,
ktera se vyskytuje na prostfednich dvou mistech vysledného soucinu, oznac¢me d. Ze
zadani plyne:

9(100a + 10b + ¢) = 1000a + 100d + 10d + (a + b + ¢), (1)
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pricemz vyraz v posledni zavorce predstavuje ¢islici shodnou s posledni ¢islici soucinu 9c.
To ovSem znamena, ze nemiZze byt ¢ = 5: pro takové ¢ totiz kondi ¢islo 9c ¢islici nepie-
vy$ujici 5, a protoze a # 0, plati naopak a +b+c¢ > c¢ = 5.

Také zfejmé je ¢ # 0 (v opaném piipadé by platilo a = b = ¢ = x = 0). Ostatni
moznosti vySetiime sestavenim nasledujici tabulky.

‘ c ‘ 9¢ ‘ at+b+c ‘ a+b ‘
1 9 9 8
2 18 8 6
3 27 7 4
4 36 6 2
Tabulka 1
Rovnost (1) lze pfepsat na tvar
100(b — a — d) = 10d + a + 116 — 8c. 2)

Hodnota pravé strany je asponn —72 a mens$i nez 200, nebot kazdé z ¢isel a, b, ¢, d je
nejvyse rovno deviti. Je tedy bud b —a —d =0, nebob—a —d = 1.

V prvnim piipadé po substituci d = b—a upravime vztah (2) na tvar 8¢ = 3(7b—3a),
z n€jz vidime, ze c je nasobkem tii. Z tabulky 1 pak plyne ¢ = 3, a = 4 — b, coz po
dosazeni do rovnice 8¢ = 3(7b — 3a) vede k feSeni a = b = 2, ¢ = 3. Puvodni dislo je
tedy x = 223 a jeho devitindsobek 9z = 2 007.

Ve druhém pfipadé dosadime d = b—a—1 do (2) a zjistime, Zze 8¢+110 = 3(7b—3a).
Vyraz 8c 4+ 110 je tudiz délitelny tfemi, proto ¢islo ¢ dava pri déleni tfemi zbytek 2.
Dosazenim jedinych moznych hodnot ¢ =2 a b = 6 — a do posledni rovnice zjistime, ze
a = 0, coz odporuje tomu, ze ¢islo z = 100a + 10b + ¢ je trojmistné.

Zaver: Klarka obdrzela ¢tyimistné cislo 2 007.

Poznamka. Tabulka 1 nabizi jednodussi, ale numericky pracnéjsi postup pirimého
dosazovani vSech pfipustnych hodnot ¢isel a, b, ¢ do rovnice (1). Pocet vSech moznosti
lze omezit na deset odhadem b = a, ktery zjistime pomoci vhodné tpravy vztahu (1) —
napiiklad na tvar (2). ReSeni uvddime v tabulce 2.

a 1 2 3 4 1 2 3 1 2 1
7 6 5 4 5 4 3 3 2 1
1 1 1 1 2 2 2 3 3 4
92| 1539] 2349| 3159 | 3969 | 1368 | 2178 | 2988 | 1197|2007 | 1026

Tabulka 2

ULOHY K PROCVICENI:

1. K pfirozenému ¢islu m zapsanému stejnymi ¢islicemi jsme pricetli Ctyfmistné prirozené
Cislo n. Ziskali jsme ¢ctyfmistné cislo s opa¢nym poradim cislic, nez ma ¢islo n. Urcete
vSechny takové dvojice ¢isel m a n. [52-C-I-5]

2. Zaci méli vypocitat piiklad x + vy - z pro trojmistné &islo z a dvojmistna &isla y, z.
Martin umi nasobit a sc¢itat ¢isla zapsana v desitkové soustavé, ale zapomnél na pravidlo
prednosti nasobeni pied s¢itanim. Proto mu vyslo sice zajimavé ¢islo, které se Cte stejné
zleva doprava jako zprava doleva, spravny vysledek byl ale o 2004 mensi. Urcete cisla
z, Yy, z. [b3—C-II-4]



