MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, C a P
58. ROCNIK, 2008/2009
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P pofadame praveé pro vas.
Kategorie A je urcena zakum maturitnich a pfedmaturitnich ro¢nik,
kategorie B zakim, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zaktm, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakim vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi néasledujici tabulka:

Piedpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2008/2009 A
2009/2010 A
2010/2011 B
2011/2012 C

ZAci nizsich ro¢nikii viceletjch gymnézii soutézi v MO spoleéné s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéZe v kategoriich A, B, C: V kategorii A probih4 soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probihd
ve dvou kolech (Skolnim a krajském).

Skolni kolo ma dvé ¢asti — doméci a klauzurni. V doméci €asti na vas
¢eka Sest loh, které najdete v tomto letdku. Jejich FeSeni (ne nutné viech)
odevzdejte svému uciteli matematiky do 26. listopadu 2008 (kategorie A)
a do 21. ledna 2009 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle stupnice
1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere, vysvétli
vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym fesenim, které také
najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vasSe feseni ales-
pon ¢tyf tloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete pozvani do
klauzurni €asti skolniho kola. Tam budete ve stanoveném ¢ase samostatné
Fesit dalsi tii dlohy.

Nejlepsi ti¢astnici skolniho kola budou pozvéani do krajského kola. Tam
budou béhem ¢tyt hodin samostatné fesit ¢tyri tlohy. Pri soutézi budou



moci pouzivat skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje.
O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje soucet bodu ziskanych za
jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 bod za kazdou z nich. Pokud prvnich n zaki
doséhne stejného poctu bodd, je jejich poradi oznaceno shodné 1.—n. mis-
tem. Podobné se uréi pofadi na dalsich mistech. Zadn4, jiné kritéria nejsou
pripustna.

V kategorii A budou jesté nejlepsi fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v astfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéze lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potfeby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole fesite jen ¢tyfi tlohy
uvedené v tomto letaku spolu s pokyny, jak mate nalozit s feSenimi, ktera
(letos poprvé) nebudete odevzdavat ve skole.

V kategorii P se nekoné klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tspésni
fesitelé domacich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kon4 tstfedni kolo, jehoZz vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Ptedbézné byly stanoveny tyto terminy 58. roéniku MO:

I. kolo II. kolo II1. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (Gsttedni)
Kategorie A 2.12. 2008 20.1. 2009 22.3.-25.3. 2009
Kategorie B, C 22.1. 2009 7.4. 2009 —
Kategorie P — 13.1. 2009 25.3.-28.3. 2009

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a télovychovy CR, Jednota
Ceskijch matematiki o fyziki a Matematicky tstav Akademie véd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockach JCMF. Na jednotlivych skolach ji zajistuji
jednotlivi ucitelé matematiky, na které se muzete s otdzkami kolem MO
kdykoli obracet.

Reseni soutéZnich tloh vypracujte ¢itelné na listy formatu A4. Kazdou
tilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnazium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
2008/2009

B-I-4

Posledni idaj je oznaceni tlohy podle tohoto letdku. Znéni tloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vdm FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piSte jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné Gvahy tak,
aby bylo moZno sledovat vas myslenkovy postup.



KATEGORIE A

A-11

V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

2sinz cos(z + y) +siny = 1,
2sinycos(y + x) + sinz = 1.

(Jaroslav Svréek)

A-1-2
Je dan tétivovy ctytahelnik ABCD. Dokazte, Ze spojnice pruseciku
vysek trojuhelniku ABC' s prusecikem vysek trojuhelniku ABD je rovno-

bézna s ptimkou C'D. (Tomas Jurik)
A-1-3
2
x
Najdéte vsechny dvojice ptirozenych ¢isel z, y takové, ze je prvo-
x
¢islo. (Jdn Mazadk)
A-T-4
Uvazujme nekonec¢nou aritmetickou posloupnost
a,a+d,a+2d,..., (%)

kde a, d jsou pfirozend (tj. kladna celd) ¢isla.

a) Najdéte piiklad posloupnosti (%), kterd obsahuje nekoneéné mnoho k-
tych mocnin pfirozenych ¢isel pro vSechna k = 2,3, ...

b) Najdéte piiklad posloupnosti (), ktera neobsahuje zadnou k-tou moc-
ninu pfirozeného ¢isla pro zadné k = 2,3, ...

¢) Najdéte ptiklad posloupnosti (x), kterd neobsahuje zaddnou druhou
mocninu pfirozeného ¢isla, ale obsahuje nekoneéné mnoho tfetich moc-
nin ptirozenych cisel.

d) Dokazte, 7ze pro vSechna pfirozend ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Posloup-
nost (*) bud neobsahuje zddnou k-tou mocninu pfirozeného ¢isla, anebo
obsahuje nekone¢né mnoho k-tych mocnin pfirozenych cisel.

(Jaroslav Zhouf)

A-1I-5
V kazdém vrcholu pravidelného 2008thelniku lezi jedna mince. Vybe-
reme dvé mince a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak,
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Ze jedna se posune ve sméru a druhd proti sméru chodu hodinovych ruci-
¢ek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zptisobem vsechny mince postupné
presunout:

a) na 8 hromadek po 251 minci,

b) na 251 hromadek po 8 mincich. (Radek Horensky)

A-1-6

Je dan trojuhelnik ABC'. Uvnitf stran AC, BC jsou dany body E, D
tak, ze |AE| = |BD|. Oznac¢me M stied strany AB a P prise¢ik pfimek
AD a BE. Dokazte, Ze obraz bodu P v stfedové soumeérnosti se stfedem M
lezi na ose thlu ACB. (Jdn Mazadk)



KATEGORIE B

B-1-1

Na tabuli je napsidno Ctyfmistné c¢islo délitelné osmi, jehoz posledni
cislice je 8. Kdybychom posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom
¢islo délitelné deviti. Kdybychom vsak posledni ¢islici nahradili ¢islici 9,
ziskali bychom ¢islo délitelné sedmi. Urcete ¢islo, které je napsané na ta-
buli. (Peter Novotny)

B-I2
Urdete vSechny trojice (z,y, z) redlnych éisel, pro které plati

x2+xy=y2+z2,
22+zy:y2—|—m2.

(Jaroslav Svrcek)

B-1-3

Na strané BC| resp. C'D rovnobézniku ABCD urcete body F, resp. F'
tak, aby tsecky FF, BD byly rovnobézné a trojuhelniky ABE, AEF
a AFD mély stejné obsahy. (Jaroslav Zhouf)

B-1-4

Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3.
MutZeme se zeptat na libovolné policko desky, a pokud lod zasdhneme,
hra koné¢i. Pokud ne, ptame se znovu. Urcete nejmensi pocet otazek, které
potfebujeme, abychom jisté lod zaséhli. (Jdn Mazdk)

B-I-5

Trojuhelniku ABC' je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruz-
nici k v bodé K, ktery lezi v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC'. Osy
stran AC' a BC protnou pfimku C'K po fadé v bodech P a @. Dokazte,
ze trojuhelniky AKX P a KBQ jsou shodné. (Leo Bocek)

B-1-6
Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel (m,n), pro néz je hodnota vyrazu

m-+3n—1
mn—+2n —m — 2

celé kladné éislo. (Vojtech Bdlint)



KATEGORIE C

C-I1

Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na ndmésti sbirku na dob-
ro¢inné ucely. Za chvili se u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich.
Prvni dal Honzovi do jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi 2 K¢, Martinovi 1 K¢é
a Petrovi nic. Druhy dal jednomu z chlapci 8 K¢ a zbylym tfem nedal
nic. Tfeti dal dvéma chlapctim po 2 Ké a dvéma nic. Ctvrty dal dvéma
chlapctiim po 4 K¢ a dvéma nic. Paty dal dvéma chlapciim po 8 K¢ a dvéma
nic. Poté chlapci zjistili, Ze kazdy z nich vybral jinou ¢astku, pficemz tyto
tvoii ¢tyfi po sobé jdouci pfirozena ¢isla. Ktery z chlapct vybral nejméné
a ktery nejvice penéz? (Peter Novotng)

C-12
Pravothlému trojuhelniku ABC' s pieponou AB je opsana kruZnice.
Paty kolmic z bod A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C ozna¢me D, E.
Vyjadrete délku tsecky DFE pomoci délek odvésen trojahelniku ABC.
(Pavel Leischner)

C-1-3

Najdéte vsechna ctyfmistna ¢isla n, kterd maji nasledujici tii vlast-
nosti: V zapise ¢isla n jsou dvé riizné &islice, kazda dvakrat. Cislo n je
délitelné sedmi. Cislo, které vznikne obracenim potadi éislic éisla n, je
rovnéz CtyFmistné a délitelné sedmi. (Pavel Novotny)

C-I-4

Je dan konvexni pétithelnik ABCDE. Na polopfimce BC' sestrojte
takovy bod G, aby obsah trojihelniku ABG byl shodny s obsahem daného
pétithelniku. (Lucie Rizickovd)
C-I-5

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby sou-
¢et zadnych dvou vybranych éisel nebyl ndsobkem jedenicti. (Vysvétlete,
proc¢ zvoleny vybér mé pozadovanou vlastnost a pro¢ zadny vybér vétsiho
poc¢tu éisel nevyhovuje.) (Jaromir Simsa)

C-I1-6
Dokazte, ze pro libovolna riizna kladna ¢isla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2)< a? + b?
2 3(a+b) V=2

(Jaromir Simsa)



KATEGORIE P

Od nadchézejiciho 58. roéniku MO se méni zptsob odevzdavani tloh doméciho kola
kategorie P. Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou prakticky zaméfené a vasim tkolem v nich je
vytvofit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni téchto dvou
uloh budete odevzdavat ve formé zdrojového kédu pies webové rozhrani pfistupné na
strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde téz naleznete dalsi informace. Odevzdana
feSeni budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vysledky
vyhodnoceni se kratce po odevzdani dozvite. Pokud vas program neziskd plny pocet
bodt, muzete své FeSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-1-3 a P-1-4 jsou teoretické. Vasim tkolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. ReSeni tlohy se tedy sklada z popisu navrzeného algoritmu,
zddvodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu asové a pamétové slozitosti. Soucésti
feSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokdédu v tloze P-1-3
a v jazyce zasobnikovych podéitact v tloze P-I-4. Sva feseni muzete odevzdat ve formé
souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani nebo zaslat postou na adresu:

Matematicka olympiada — kategorie P
KSVI MFF UK

Malostranské nameésti 25

118 00 Praha 1

Reseni vSech tiloh muZete odevzdavat do 15. listopadu 2008. Opraven feseni tiloh
P-1-3 a P-I-4 dostanete zpét prostfednictvim krajskych komisi MO. Seznam po-
stupujicich do krajského kola najdete na webovych strankach olympiaddy na adrese
http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Ucebnice

,Piseme dé&jiny, tyhlety krajiny, jaky to pribéh je...“ prozpévoval si
kral Zloburtus a rozverné upravoval ucebnice déjepisu. Prece jen byly na-
psény za jeho pfedchtidce krale Pravdomila III. a ten mél na historii prilis
upjaté nazory. Tteba tvrdil, Ze rod Pravdomild byl starsi a urozenéjsi nez
rod Zloburtust. Coz ovSem nebyla pravda a bylo potieba vSe napravit. To
je spousta prace, a tak vas kralovskym rozkazem pozadal o program, ktery
by dokézal nahrazovat nevhodné slova slovy vhodnéjsimi.

Soutézni uloha. Pro zadany seznam nevhodnych slov a jejich ndhrad
upravte vstupni text tak, ze kazdy vyskyt nevhodného slova v textu na-
hradite jeho vhodnéjsim ,ekvivalentem*.

Formadt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje ucebnice.in. Na prvnim
fadku souboru se nachazi ptirozené ¢islo N (1 £ N < 100 000), které udava
pocet nevhodnych slov. Nasleduje N radkd, pricemz na kazdém z nich se
nachézeji vzdy dvé slova oddélend mezerou, ktera jsou tvorena pouze vel-
kymi pismeny. Prvni slovo na kazdém z téchto N fadki je ,nevhodné
a druhé je jeho vhodnéjsi nahrada. Od (N + 2)-ého fadku az do konce sou-
boru pak nasleduje samotny text ucebnice. Text je tvoren pouze velkymi
pismeny anglické abecedy a mezerami (a konci fadkt), pficemz souvislé
tseky pismen tvori jednotliva slova. Miizete predpokladat, ze zadné slovo
nebude delsi nez 255 pismen a ze N nevhodnych slov je navzijem riznych.
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Formadt vystupu: Vystupni soubor se jmenuje ucebnice.out. Vystu-
pem programu je text, ve kterém byla vSechna nevhodna slova nahrazena
jejich vhodnéjsimi ekvivalenty. Ostatni slova, tj. zbytek souboru, musi zi-
stat beze zmény. Vystupni text musi téz zachovavat mezery mezi slovy
a odtradkovani podle vstupniho souboru.

Priklad:
Vstupni soubor ucebnice.in:

5

PRAVDOMIL_ZLOBURTUS

ZLOBURTUS_ ,PRAVDOMIL

DRACKA DRAKA

ZROUNA_ MRACKA

ZBYTECNA, DVOJICE

A PAK_HRDINNY PRAVDOMIL_PRAVDOMILUJICNE_ SRAZIL_ K ZEMI_DRACKA ZROUNA
VSE_LZE NAJIT VE FILMU, HISTORIE_RODU_PRAVDOMILU

V TETOLUCEBNICI_BUDE_HANEN, ZLOBURTUS

Vystupni soubor ucebnice.out:

A PAK_HRDINNY_ ZLOBURTUS_PRAVDOMILUJICNE_ SRAZIL K ZEMI, DRAKA MRACKA
VSELLZE NAJIT VE FILMU, HISTORIE_RODU_PRAVDOMILU

V TETOLUCEBNICI_BUDE_HANEN, PRAVDOMIL

P-I-2 Egyptské pyramidy

Amon a Thespis kontroluji bezpec¢nost pyramid pred lupici ve staro-
vékém Egypté. Amona stavitelé vpusti do nové pyramidy a Cekaji, jestli
se dostane k nékterému z ukrytych pokladd. Thespis ztistane venku se
stavebnim pldnem a voldnim Amona naviguje. Ani jeden z nich bohuzel
neni zadny génius a Thespis ¢asto netusi, kam by mél Amona poslat. U vasi
firmy na dérovani hlinénych desticek si proto objednali navrh algoritmu
na hledani cest v pyramidach.

Pyramidy i jejich interiéry jsou podle odvéké tradice zorientovany po-
dle svétovych stran a plany se obvykle kresli na ¢tvereckovany papyrus,
pricemz jeden ctverecek odpovida délce 1 m. Podle nejnovéjsich bezpec-
nostnich trendt se v pyramidé téz vyskytuji uzamykatelné dveie a klice.
Kazdé z policek planu pyramidy je chodba, sténa, poklad, dvefe nebo mist-
nost, kde se nachazi kli¢. Dvere a klice jsou pro odliSeni oznaceny cervenou,
zelenou, modrou a fialovou barvou.

Aby se Amon v pyramidé neztratil, ota¢i se jen o nasobky devadesati
stupna a kazdy jeho krok méfi pfesné 1m, tj. Amon se mize pohybovat
pouze vodorovné nebo svisle o jedno pole. Na pole mtize Amon vstoupit,
pokud je prazdné, je to poklad, mistnost s klicem, nebo pokud jsou to dve-
fe, ke kterym uz ma pfislusny kli¢. Kli¢ Amon sebere, jakmile vstoupi na
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pole, kde se kli¢ nachazi, a kli¢ mu uz poté ztstava po cely zbytek pohybu
v pyramidé. Jednim kli¢em miize Amon odemknout libovolné mnoho dveii
barvy shodné s barvou klice.

Diky magickym formulim vyiéenym faradnskymi kouzelniky plati, ze
pokud Amon udéla jeden krok doleva z policka v nejlevéjsim sloupci plan-
ku, ocitne se na policku ve stejném rfadku v nejpravéjsim sloupci. Na dru-
hou stranu, krok doprava z nejpravéjsiho sloupce ho privede do nejlevéjsiho
sloupce. Podobné krok nahoru z prvniho fadku ho pfemisti do posledniho
rfadku a naopak. Jakmile se Amon dostane na policko s pokladem, da to
hlasitym volanim najevo, a Thespistv tikol navigovani uvniti pyramidy
konéi.

Vasim tkolem je napsat program, ktery pro zadanou mapu pyramidy
najde cestu k nékterému z pokladi nebo urci, ze zadna takova cesta neni
mozna. Pamatujte, Zze v pyramidé nemusi byt vibec zadny poklad ukryt,
mohou existovat dvefe bez prislusnych klicu a také klice, ke kterym ne-
existuji zadné dvere stejné barvy. Také se mize vyskytnout vice pokladi
nebo dvefi ¢ kli¢a stejné barvy. Amonova vychozi pozice je ale na planu
vzdy pravé jedna.

Formadt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje pyramida.in. Na jeho prv-
nim Fadku jsou uvedeny rozméry planu pyramidy jako dvé pfirozena cisla
R (pocet Fadki) a S (pocet sloupcti) oddélend jednou mezerou. Mizete
predpokladat, ze 1 < Rx S < 1000 000. Na kazdém z nasledujicich R radki
je vzdy pravé S znakt popisujicich mapu pyramidy s nasledujicimi vyzna-
my:

# zed
volné policko
* Amonova vychozi pozice
CZMF Cervené, zelené, modré nebo fialové dvefe
czmf Cerveny, zeleny, modry nebo fialovy kli¢
$ poklad

Mapa pyramidy je ve vstupnim souboru orientovana jako bézné mapy, tj.
jeji horni okraj je severni.

Formadt vystupu: Vystupni soubor pyramida.out obsahuje jediny ta-
dek, ktery popisuje nékterou z nejkratsich posloupnosti kroki, jimiz se
Amon muze dostat k nékterému z pokladi. Posloupnost Amonovych kroki
k pokladu je zadana jako posloupnost znaku ,S°, ,J*, V¢ a ,Z‘, které udavaji,
na kterou svétovou stranu ma Amon udélat nasledujici krok. Pokud zadna
takova posloupnost neexistuje, tj. poklad neni mozné ziskat, vystupni sou-
bor obsahuje pouze slovo NELZE‘.



Priklady:

Vstup: Vystup:
35 NELZE
####H#

#*Fé#

#it###

Vstup: Vystup:
3 19 ZZNVVVVZZZZZZZNVVVVVVVVVVVVZZZZZZZZ7Z7Z7Z7Z727Z7Z
HHSHHHBRSHHHBR RSB
#$F.zMc.*.Cm.Z.ZZf#
HHH RS R

Vstup: Vystup:
31 S

* (Pfejdeme pres severni okraj.)
$
P-I-3 Horsky maraton

V jedné hornaté zemi si vsimli, ze ve velkomeéstech ziskavaji na popula-
rité vselijaké maratony, ptilmaratony a podobné bézecké zavody, které se
odehravaji v jejich ulicich. Rozhodli se, ze podobny zavod usporadaji ve
svych velehorach. Ubéhnout vice nez 42 kilometri ve vysoké nadmotské
vysce ovsem neni zadna legrace. Chtéji proto postavit zédvod na jiném
principu — nebude tak dlouhy, ale jeho naro¢nost bude spocivat v rozdilu
mezi nadmorskou vyskou startu a cile.

Protoze podobné akce jsou casto vyuzivany k propagaci, poradatelé
stanovili, Ze trasa tohoto ,maratonu“ by méla vést po nedavno oteviené
turistické znacce, ktera prochazi celym pohofim, a start i cil by mély byt
u nékterého z rozcesti. Aby vSak zdvod mél stale jesté néco spoleéného
s maratonem, potiebuji vybrat takovou trasu, aby rozdil nadmoiskych
vysek cile a startu byl pokud mozno co nejblize predem dané hodnoté X,
coz bude vhodné zvoleny nasobek oné maratonské délky 42,195 km.

Organizatofi vas pozadali o pomoc s vybérem trasy zavodu. Trasa tu-
ristické znacky se sklada z N usektl mezi rozcestimi. Pro kazdy z tseku je
zadano celé ¢islo a; — rozdil nadmotskych vysek konce a zacatku tseku.
Pokud je a; kladné, pak trasa stoupa, pokud je zaporné, tak trasa klesa,
a pokud je nulové, tak trasa v tomto tseku vede po roviné. Vasim tkolem je
nalézt ¢islaia j, 1 < ¢ < j £ N, takova, Ze rozdil mezi nadmorskou vyskou
konce j-tého useku a zacatku i-tého tseku je co nejblizsi ¢islu X. Jinymi
slovy, vasim tikolem je nalézt v zadané posloupnosti souvislou podposloup-
nost a;, @41, ...,a;, jejiz soucet je S a | X — S| je co nejmensi mozné.
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Pfi feSeni ulohy nepfedpokladejte, Ze by velikost ¢isel v posloupnosti
byla omezend (pfeci jen nevite, jak presné udaje vam poradatelé za-
daji), ale mtzete pfedpokladat, Ze vSechny aritmetické operace vyzaduji
¢as O(1).

Priklad: Pro posloupnost 3,5,—2,5,4 délky N = 5 a pro X = 7 je
hledanou podposloupnosti 5,—2,5 (tedy i = 2 a j = 4) se souctem 8.
Jinym moznym fesenim je podposloupnost 3, 5. Vas program nemusi nalézt
vsechna nejlepsi reseni — staci, kdyz vypise libovolné z nich.

P-1-4 Stackal

Studijni text

V leto$nim roc¢niku olympiddy se budeme setkavat se zdsobnikovymi
poéitaci. To jsou vypocetni stroje, jejichz pamét je tvorena nékolika zdsob-
niky. Kazdy zasobnik obsahuje posloupnost hodnot a umi s nimi provadét
tyto t¥i operace: piidat hodnotu na konec posloupnosti (ulozit ji do zéa-
sobniku), odebrat hodnotu z konce posloupnosti (vybrat ji ze zdsobniku)
a konecné zjistit, zda v zasobniku jesté néjaké hodnoty jsou. Mimo to ma
nas pocitac jesté pevny pocet obycejnych proménnych. Hodnoty ulozené
v zasobnicich i v proménnych musi mit pevny rozsah nezdvisly na velikosti
vstupu.

Zasobnikové pocitace budeme programovat v jazyku Stackal. To je
jazyk podobny Pascalu, ovSem upraveny podle moZnosti nasich stroju.
V nésledujicich odstavcich popiseme, v ¢em se od klasického Pascalu lisi.

Proménné ve Stackalu mohou byt pouze téchto typi: boolean (logicky
typ, mize nabyvat hodnot true a false), char (znak z néjaké konecné
mnoziny znak, které budeme fikat abeceda), a..b (celd ¢isla z intervalu
od a do b; jak a, tak b musi byt nezdporné konstanty mensi nez 100)
a stack of t, coZ je zdsobnik hodnot typu ¢ (jiného nez stack). Po¢atecni
hodnoty proménnych pii spusténi programu nejsou definovany, vyjimku
tvori zasobniky, které jsou na pocatku vzdy prazdné.

Vstup a vystup programu jsou vzdy posloupnosti znakt (neboli fe-
tézce). Funkce read(c) pfecte dalsi znak ze vstupu, ulozi ho do proménné ¢
a vrati true. Pokud by jiz na vstupu zadné dalsi znaky nebyly, vrati false
a proménnou ¢ nezméni. Na vystup se zapisuje piikazem write(z), kde x
je budto znak nebo proménnd typu char. Ve vstupu ani vystupu se neni
mozné vracet ani znaky preskakovat.

Zdsobniky je mozno ovladat pomoci specidlnich ptikazi a funkci: Je-li S
zasobnik, pak pfikaz push(S, z) ulozi do S hodnotu z (hodnota samoziejmé
musi byt spravného typu), funkce pop(S) vybere hodnotu ze zasobniku
a vrati ji jako svij vysledek a booleovskd funkce empty(S) vrati true,
pokud je zdsobnik S prazdny, jinak false. Funkci pop je také mozné volat
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jako proceduru, pokud nas odebrana hodnota nezajima. Pouziti funkce pop
na prazdny zasobnik neni povoleno a zptusobi zastaveni programu s bého-
vou chybou. Zadnym jinym zptisobem nelze se zasobniky manipulovat.

Prikazy Pascalu mame k dispozici vSechny, jedinym omezenim je, ze
nesmime pouzivat pfifazovaci prikaz := na zasobniky. Také mizeme v pro-
gramu definovat procedury a funkce, neni ovSem dovoleno pouzivat rekurzi
a zasobniky mohou byt pouzity jako parametry pouze tehdy, jsou-li pre-
davany odkazem.

Casovou a pamétovou sloZitost programl definujeme obdobné jako
na normélnim poéitadi. Cas budeme méfit poétem provedenych piikazti,
pamét nejvétsim poctem hodnot, které si program pamatuje v jednom oka-
mziku ve svych proménnych a vSech zasobnicich. Casto se budeme snazit
o to, aby program pouzival co nejmensi pocet zasobnikii, byt by kvili tomu
byl pomalejsi.

Priklad: Napiste program, ktery zjisti, zda se v zadaném fetézci vy-
skytuje stejny podet znaki ,a‘ jako znakid ,b* a podle toho vypise bud ,1¢
(kdyZ to je pravda) nebo ,0° (kdyZ ne).

RESENI: Jelikoz hodnoty proménnych jsou omezené stovkou, nemtizeme
si jednoduse pocitat vyskyty znaku v celo¢iselné proménné. Misto toho
vyuzijeme dva zasobniky: do jednoho budeme ukladat a-cka, do druhého
b-¢ka. AZ vstup skonéi, budeme vybirat znaky vzdy z obou zdsobnikt
souCasné a odpovime 1 pravé tehdy, kdyz se oba soucasné vyprazdnily.

program rovnost;

var a, b: stack of char; { dva zasobniky na znaky }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin
while read(c) do begin { Cteme ze vstupu, dokud to jde }

if c=’a’ then push(a, c); { znak uloZime do spravného z&asobniku }
if c¢=’b’ then push(b, c);
end;

while not empty(a) and not empty(b) do begin
pop(a); { odebirame znaky z obou zis. souéasné }
pop(b) ;
end;

if empty(a) and empty(b) then { vysly oba prazdné? }
write(’17)

else
write(’0%);

end;

Tento program ma4 linearni ¢asovou i pamétovou slozitost a potiebuje
dva zéasobniky.
DRUHE RESEN{: UkaZeme si, jak jeden zasobnik uSet¥it a stale zachovat

linearni ¢asovou slozitost. Misto jednotlivych poc¢tt znakt budeme do za-
sobniku ukladat, o kolik vic jsme vidéli a-cek nez b-cek. Pokud je tento
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rozdil kladny (a-Gek je vice), zapamatujeme si pfislusny pocet znakt ,+¢.
Zaporné rozdily budeme ukladat pomoci znakid ,~¢.

Rozmysleme si tedy, co se stane, kdyz program precte znak ,a‘. Tehdy
by mél k rozdilu pri¢ist jednicku. Proto zkontroluje, jakéd hodnota se na-
chézi na vrcholu zasobniku — to je hodnota, kterou by pfecetl nasledu-
jici pop. Pokud to je ,~¢, tak ho pouze odstranime. V opacném piipadé
(,+ nebo prazdny zdsobnik) pfiddme nové +. Znak b‘ se zpracoviva ob-
dobné, pouze se k obéma znaménkim chovame opacné.

program rovnost_podruhe;

{ Pomocna funkce, kterd zjisti, co je na vrcholu zasobniku }

function look(var s:stack of char): char;
var c: char;

begin
if empty(s) then c := ’0’ { pokud je prazdny, vratime nulu }
else begin
c := pop(s); { jinak odebereme prvek ze zasobniku }
push(s, c¢); { a ihned ho vratime zpét }
end;
look := c;
end;
var r: stack of char; { zde je uloZen rozdil a-b }
c: char; { pravé zpracovavany znak }
begin
while read(c) do begin
if c=’a’ then begin { pfecetli jsme ‘a’ => zvySujeme rozdil }
if look(r)=’-’ then pop(r)
else push(r, ’+’);
end;
if c=’b’ then begin { pfedetli jsme ‘b’ => sniZujeme rozdil }
if look(r)=’+’ then pop(r)
else push(r, ’-’);
end;
end;

if empty(r) then write(’1’) { je rozdil nulovy? }
else write(’0’);

end;

Na zpracovani kazdého znaku potfebujeme konstantné mnoho prikaz,
takze Casova slozitost je stale linearni. Na jediném pouzitém zasobniku se
objevi nejvyse tolik znamének, kolik je znaki na vstupu, takze pamétova
slozitost je taktéz linearni.

Soutézni uloha. Napiste program pro zasobnikovy pocitac, ktery o za-
daném Fetézci rozhodne, zda je symetricky. Tak se Fiké tém fetézctim, které
se pozpatku ¢tou stejné jako popredu, jinymi slovy prvni znak je stejny
jako posledni, druhy jako predposledni a tak dale.

a) Snazte se o co nejlepsi ¢asovou slozitost. (5 bodu)
b) PouZijte nejmensi moZny pocet zasobniku. (5 bodi)
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