ULOHY DOMACI CASTI 1. KOLA
58. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL (2008/2009)

KATEGORIE A

1. V oboru redlnych ¢isel feSte soustavu rovnic

2sinz cos(z + y) +siny = 1,
2siny cos(y + ) +sinz = 1.

(Jaroslav Svrcek)

2. Je dan tétivovy ctyrfauhelnik ABCD. DokaZte, Ze spojnice pruseciku vySek trojuhelniku ABC
s prisetikem vySek trojihelniku ABD je rovnob&znd s piimkou CD. (Tomds Jurik)

2

Y je prvodislo. (Jan Mazdk)
Tty

3. Najdéte v8echny dvojice prirozenych Cisel x, y takové, ze

4. Uvazujme nekonec¢nou aritmetickou posloupnost
(%) a,a+d,a+2d,...,

kde a, d jsou pfirozend (tj. kladna celd) cisla.

a) Najdéte pfiklad posloupnosti (), kterd obsahuje nekoneéné mnoho k-tych mocnin pfirozenych
Cisel pro vSechna k =2,3,...

b) Najdéte priklad posloupnosti (*), kterd neobsahuje zZaddnou k-tou mocninu pfirozeného ¢isla
pro zadné k = 2,3, ...

c) Najdéte priklad posloupnosti (x), kterd neobsahuje Zddnou druhou mocninu p¥irozeného &isla,
ale obsahuje nekone¢né mnoho tietich mocnin ptirozenych cisel.

d) Dokazte, Ze pro vSechna piirozend ¢isla a, d, k (k > 1) plati: Posloupnost (*) bud neobsahuje
zadnou k-tou mocninu prirozeného ¢isla, anebo obsahuje nekonec¢né mnoho k-tych mocnin
prirozenych ¢isel. (Jaroslav Zhouf)

5. V kazdém vrcholu pravidelného 2008thelniku lezi jedna mince. Vybereme dvé mince a premis-
time kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru a druhé proti sméru
chodu hodinovych rucicek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zptisobem vSechny mince postupné
presunout:

a) na 8 hromadek po 251 minci,
b) na 251 hromadek po 8 mincich. (Radek Horensky)

6. Je dan trojahelnik ABC. Uvnitt stran AC, BC jsou dény body E, D tak, ze |AE| = |BD|.
Ozna¢me M stred strany AB a P prusecik piimek AD a BE. Dokazte, ze obraz bodu P
v stfedové soumeérnosti se stfedem M lezi na ose thlu AC'B. (Jan Mazdk)
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KATEGORIE B

. Na tabuli je napsano ¢tyfmistné cislo délitelné osmi, jehoz posledni cislice je 8. Kdybychom
posledni ¢islici nahradili ¢islici 7, ziskali bychom ¢islo délitelné deviti. Kdybychom vsak posledni
Cislici nahradili ¢islici 9, ziskali bychom ¢islo délitelné sedmi. Urcete ¢islo, které je napsané na
tabuli. (Peter Novotny)

. Uréete v8echny trojice (z,y, z) redlnych &isel, pro které plati
2’ +xy =y° + 27,
z2+zy:y2+a:2.

(Jaroslav Svrcek)

. Na strané BC, resp. C'D rovnobézniku ABC' D urcete body E, resp. F tak, aby tsecky EF, BD
byly rovnobézné a trojiahelniky ABE, AEF a AFD mély stejné obsahy. (Jaroslav Zhouf)

. Na desce 7 x 7 hrajeme hru lodé. Nachézi se na ni jedna lod 2 x 3. Miizeme se zeptat na libovolné
policko desky, a pokud lod zasdhneme, hra koné¢i. Pokud ne, ptame se znovu. Uréete nejmensi
pocet otazek, které potFebujeme, abychom jisté lod zasédhli. (Jan Mazdk)

. Trojuhelniku ABC je opsana kruznice k. Osa strany AB protne kruznici k£ v bodé K, ktery
lezi v poloroviné opac¢né k poloroviné ABC'. Osy stran AC' a BC protnou pfimku CK po fadé
v bodech P a Q. Dokazte, Ze trojuhelniky AK P a K BQ jsou shodné. (Leo Bocek)

. Najdéte vSechny dvojice celych ¢isel (m,n), pro néz je hodnota vyrazu

m+3n—1
mn+2n —m — 2

celé kladné ¢islo. (Vojtech Bdlint)
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KATEGORIE C

. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na namésti sbirku na dobrocinné ucely. Za chvili se
u nich postupné zastavilo pét kolemjdoucich. Prvni dal Honzovi do jeho kasicky 3 K¢, Jirkovi
2 K¢, Martinovi 1 K¢ a Petrovi nic. Druhy dal jednomu z chlapci 8 K¢ a zbylym tfem nedal nic.
Tteti dal dvéma chlapciim po 2 K¢ a dvéma nic. Ctvrty dal dvéma chlapcim po 4 K¢ a dvéma
nic. Paty dal dvéma chlapctim po 8 K¢ a dvéma nic. Poté chlapci zjistili, ze kazdy z nich vybral
jinou Castku, pricemz tyto tvori ¢tyfi po sobé jdouci prirozend cisla. Ktery z chlapct vybral
nejméné a ktery nejvice penéz? (Peter Novotny)

. Pravouhlému trojthelniku ABC' s pieponou AB je opsana kruznice. Paty kolmic z boda A, B
na tecénu k této kruznici v bodé C' ozna¢me D, E. Vyjadiete délku tsecky DE pomoci délek
odvésen trojthelniku ABC. (Pavel Leischner)

. Najdéte vsechna ¢tyfmistnd ¢isla n, ktera maji nasledujici tfi vlastnosti: V zapise ¢isla n jsou dvé
riizné Cslice, kazda dvakrat. Cislo n je délitelné sedmi. Cislo, které vznikne obracenim potadi
¢islic ¢isla n, je rovnéz étyfmistné a délitelné sedmi. (Pavel Novotny)

. Je dan konvexni pétithelnik ABC DE. Na polopiimce BC sestrojte takovy bod G, aby obsah
trojihelniku ABG byl shodny s obsahem daného pétitithelniku. (Lucie Ruzickovd)

. Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soufet zddnych dvou vybra-
nych éisel nebyl ndsobkem jedenécti. (Vysvétlete, pro¢ zvoleny vybér méa pozadovanou vlastnost
a pro¢ zadny vybér vétsiho poctu éisel nevyhovuje.) (Jaromir Simsa)

. Dokazte, ze pro libovolné riiznd kladna cisla a, b plati

a+b<2(a2+ab+b2)< a® + b?
2 3(a +b) V=2

(Jaromir Simga)



