
ÚLOHY DOMÁCÍ ÈÁSTI 1. KOLA58. ROÈNÍKU MATEMATICKÉ OLYMPIÁDYPRO ®ÁKY STØEDNÍCH ©KOL (2008/2009)KATEGORIE A1. V oboru reálných èísel øe¹te soustavu rovnic2 sinx cos(x+ y) + sin y = 1;2 sin y cos(y + x) + sinx = 1: (Jaroslav ©vrèek)2. Je dán tìtivový ètyøúhelník ABCD. Doka¾te, ¾e spojnice prùseèíku vý¹ek trojúhelníku ABCs prùseèíkem vý¹ek trojúhelníku ABD je rovnobì¾ná s pøímkou CD. (Tomá¹ Jurík)3. Najdìte v¹echny dvojice pøirozených èísel x, y takové, ¾e xy2x+ y je prvoèíslo. (Ján Mazák )4. Uva¾ujme nekoneènou aritmetickou posloupnost(�) a; a+ d; a+ 2d; : : : ;kde a, d jsou pøirozená (tj. kladná celá) èísla.a) Najdìte pøíklad posloupnosti (�), která obsahuje nekoneènì mnoho k-tých mocnin pøirozenýchèísel pro v¹echna k = 2; 3; : : :b) Najdìte pøíklad posloupnosti (�), která neobsahuje ¾ádnou k-tou mocninu pøirozeného èíslapro ¾ádné k = 2; 3; : : :c) Najdìte pøíklad posloupnosti (�), která neobsahuje ¾ádnou druhou mocninu pøirozeného èísla,ale obsahuje nekoneènì mnoho tøetích mocnin pøirozených èísel.d) Doka¾te, ¾e pro v¹echna pøirozená èísla a, d, k (k > 1) platí: Posloupnost (�) buï neobsahuje¾ádnou k-tou mocninu pøirozeného èísla, anebo obsahuje nekoneènì mnoho k-tých mocninpøirozených èísel. (Jaroslav Zhouf )5. V ka¾dém vrcholu pravidelného 2008úhelníku le¾í jedna mince. Vybereme dvì mince a pøemís-tíme ka¾dou z nich do sousedního vrcholu tak, ¾e jedna se posune ve smìru a druhá proti smìruchodu hodinových ruèièek. Rozhodnìte, zda je mo¾no tímto zpùsobem v¹echny mince postupnìpøesunout:a) na 8 hromádek po 251 minci,b) na 251 hromádek po 8 mincích. (Radek Horenský)6. Je dán trojúhelník ABC. Uvnitø stran AC, BC jsou dány body E, D tak, ¾e jAEj = jBDj.Oznaème M støed strany AB a P prùseèík pøímek AD a BE. Doka¾te, ¾e obraz bodu Pv støedové soumìrnosti se støedem M le¾í na ose úhlu ACB. (Ján Mazák )1



2 58. ROÈNÍK MATEMATICKÉ OLYMPIÁDY PRO ®ÁKY STØEDNÍCH ©KOLKATEGORIE B
1. Na tabuli je napsáno ètyømístné èíslo dìlitelné osmi, jeho¾ poslední èíslice je 8. Kdybychomposlední èíslici nahradili èíslicí 7, získali bychom èíslo dìlitelné devíti. Kdybychom v¹ak posledníèíslici nahradili èíslicí 9, získali bychom èíslo dìlitelné sedmi. Urèete èíslo, které je napsané natabuli. (Peter Novotný)
2. Urèete v¹echny trojice (x; y; z) reálných èísel, pro které platíx2 + xy = y2 + z2;z2 + zy = y2 + x2: (Jaroslav ©vrèek)
3. Na stranì BC, resp. CD rovnobì¾níku ABCD urèete body E, resp. F tak, aby úseèky EF , BDbyly rovnobì¾né a trojúhelníky ABE, AEF a AFD mìly stejné obsahy. (Jaroslav Zhouf )
4. Na desce 7�7 hrajeme hru lodì. Nachází se na ní jedna loï 2�3. Mù¾eme se zeptat na libovolnépolíèko desky, a pokud loï zasáhneme, hra konèí. Pokud ne, ptáme se znovu. Urèete nejmen¹ípoèet otázek, které potøebujeme, abychom jistì loï zasáhli. (Ján Mazák )
5. Trojúhelníku ABC je opsána kru¾nice k. Osa strany AB protne kru¾nici k v bodì K, kterýle¾í v polorovinì opaèné k polorovinì ABC. Osy stran AC a BC protnou pøímku CK po øadìv bodech P a Q. Doka¾te, ¾e trojúhelníky AKP a KBQ jsou shodné. (Leo Boèek )
6. Najdìte v¹echny dvojice celých èísel (m;n), pro nì¾ je hodnota výrazum+ 3n� 1mn+ 2n�m� 2celé kladné èíslo. (Vojtech Bálint)
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1. Honza, Jirka, Martin a Petr organizovali na námìstí sbírku na dobroèinné úèely. Za chvíli seu nich postupnì zastavilo pìt kolemjdoucích. První dal Honzovi do jeho kasièky 3 Kè, Jirkovi2 Kè, Martinovi 1 Kè a Petrovi nic. Druhý dal jednomu z chlapcù 8 Kè a zbylým tøem nedal nic.Tøetí dal dvìma chlapcùm po 2 Kè a dvìma nic. Ètvrtý dal dvìma chlapcùm po 4 Kè a dvìmanic. Pátý dal dvìma chlapcùm po 8 Kè a dvìma nic. Poté chlapci zjistili, ¾e ka¾dý z nich vybraljinou èástku, pøièem¾ tyto tvoøí ètyøi po sobì jdoucí pøirozená èísla. Který z chlapcù vybralnejménì a který nejvíce penìz? (Peter Novotný)
2. Pravoúhlému trojúhelníku ABC s pøeponou AB je opsána kru¾nice. Paty kolmic z bodù A, Bna teènu k této kru¾nici v bodì C oznaème D, E. Vyjádøete délku úseèky DE pomocí délekodvìsen trojúhelníku ABC. (Pavel Leischner )
3. Najdìte v¹echna ètyømístná èísla n, která mají následující tøi vlastnosti: V zápise èísla n jsou dvìrùzné èíslice, ka¾dá dvakrát. Èíslo n je dìlitelné sedmi. Èíslo, které vznikne obrácením poøadíèíslic èísla n, je rovnì¾ ètyømístné a dìlitelné sedmi. (Pavel Novotný)
4. Je dán konvexní pìtiúhelník ABCDE. Na polopøímce BC sestrojte takový bod G, aby obsahtrojúhelníku ABG byl shodný s obsahem daného pìtiúhelníku. (Lucie Rù¾ièková)
5. Z mno¾iny f1; 2; 3; : : : ; 99g vyberte co nejvìt¹í poèet èísel tak, aby souèet ¾ádných dvou vybra-ných èísel nebyl násobkem jedenácti. (Vysvìtlete, proè zvolený výbìr má po¾adovanou vlastnosta proè ¾ádný výbìr vìt¹ího poètu èísel nevyhovuje.) (Jaromír ©im¹a)
6. Doka¾te, ¾e pro libovolná rùzná kladná èísla a, b platía+ b2 < 2(a2 + ab+ b2)3(a+ b) <ra2 + b22 : (Jaromír ©im¹a)


