58. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Dokazte, Ze pro libovolna nezaporna c¢isla a, b, ¢ plati
(a + bc)(b+ ac) = ab(c+ 1)2.

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

2. V pravouhlém trojuhelniku ABC oznac¢ime P patu vysky z vrcholu C na preponu AB.
Prisecik tsecky AB s primkou, ktera prochazi vrcholem C' a stfedem kruznice vepsané
trojuhelniku PBC, oznac¢ime D. Dokazte, ze tsecky AD a AC' jsou shodné.

3. Jestlize jista dvé prirozena Cisla ve stejném poradi secteme, odecteme, vydélime a vy-
nasobime a vSechny Ctyfi vysledky secteme, dostaneme 2 009. Urcete tato dvé cisla.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve Ctvrtek 22. ledna 2009

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



58. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C
1. Roznasobenim a dalsimi ekvivalentnimi tipravami dostaneme

ab + b%c + a’c + abc® = abc® + 2abe + ab,
b2c + a%c > 2abe,
(a —b)%c > 0.

Podle zadani plati ¢ = 0 a druhd mocnina reélného ¢isla a — b je rovnéz nezdporna,
takZe je nezadporna i leva strana upravené nerovnosti. Rovnost v ni (stejné jako v ptvodni
nerovnosti) nastane, pravé kdyz a — b = 0 nebo ¢ = 0, tedy pravé kdyz je splnéna aspon
jedna z podminek a = b, ¢ = 0.

2. V pravouhlém trojahelniku ABC s preponou AB pro velikosti o, § thla pfi
vrcholech A, B plati a+ 3 = 90°, proto je [XACP| = 90°—a = f a [xBCD| = |xDCP| =
= 1(90° — 8) = La, nebot pfimka CD je osa tthlu BCP (obr.1). Pro vnéjsi tthel ADC
trojuhelniku BCD tak ziejmé plati < ADC| = |« DBC|+ |<BCD| = 8+ 3a = |xDCA].

Zjistili jsme, zZe trojuhelnik ADC mé u vrchold C, D shodné vnitini dhly, je tedy
rovnoramenny, a proto |AD| = |AC]|.

C

Obr. 1

3. Pro hledana prirozena ¢isla z a y lze podminku ze zadani vyjadrit rovnici
x
(e )+ =9)+ () + (@ y) =200, (1)

ve které jsme dil¢i vysledky jednotlivych operaci uzavorkovali.
Vyfesme rovnici (1) vzhledem k neznamé z (v niz je, na rozdil od neznamé y, rovnice
linedrni):

2:c—|—§+xy:2009,

2zy + x + zy* = 2009y,
z(y +1)% = 2009y,
2009y

v- 2 2)



Hleddame pravé ta prirozena cisla y, pro kterd mé nalezeny zlomek celoc¢iselnou hodnotu,
coz lze vyjadfit vztahem (y + 1)? | 2009y. Protoze &isla y a y + 1 jsou nesoudélna, jsou
nesoudélnd i ¢isla y a (y + 1)2, takZe musi platit (y + 1)? | 2009 = 72 - 41. Protoze y + 1
je celé ¢islo vétsi nez 1 (a ¢initelé 7, 41 jsou prvoéisla), posledni podmince vyhovuje pouze
hodnota y = 6, které po dosazeni do (2) odpovida x = 246. (Protoze rovnice (1) a (2) jsou
v oboru pfirozenych ¢isel ekvivalentni, neni zkouska nezbytna.)

Hledan4 ¢isla v uvazovaném poradi jsou 246 a 6.

Pozndmka. Uvaze o nesoudélnosti ¢isel 3 a 3 + 1 se Ize vyhnout: z rovnice (1) plyne, Ze
podil x/y je celé ¢islo. Dosadime-li do ni z = ky, kde k je vhodné pfirozené ¢islo, dostaneme
po tpravé k(y + 1)? = 2009, odkud podle rozkladu ¢isla 2009 na prvocinitele zjistime, Ze
mize byt jediné k =4l ay+1=7,tedy y =6 a z = ky = 246.



