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1. Jsou-li vsechna cisla p, 3p+ 2, d5p+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvocisla, je cislo
6p + 11 sloZené. Dokazte. (Pavel Novotny)

Reseni. Piedpokliddejme, Ze vSechna &isla p, 3p+ 2, 5p+4, 7p+6, 9p+8 a 11p + 10
jsou prvocisla. Zkoumejme, jaky zbytek po déleni péti mize davat prvocislo p, tj. pro
jaka [ z mnoziny {0, 1,2, 3,4} a nezdporné celé ¢islo k£ muze platit p = 5k + [.

> Je-li p = 5k prvocislo, pak p = 5, tehdy ovsem 11p 4 10 = 65 neni prvocislo.

> Je-li p=5k+1, pak 3p+2 = 5(3k+1) je prvocislem jediné pro k = 0, tehdy ovSem

plati p = 1, coz neni prvocislo.

> Je-li p=>5k+ 2, pak 7p+ 6 = 5(7k + 4) neni prvocislem pro zadné celé k = 0.

> Je-li p =5k + 3, pak 9p + 8 = 5(9% + 7) neni prvocislem pro zadné celé k& = 0.
Prvocéislo p tedy musi byt tvaru 5k + 4. Pak ovSem 6p + 11 = 5(6k + 7) je slozené ¢islo
pro kazdé celé k = 0.

Poznamka. Nejmensi prvocislo p, pro néz jsou i vSechna ¢isla 3p+ 2, 5p+4, 7p+ 6,
9p + 8 a 11p + 10 prvocisla, je p = 2099.

2. Na kratsim z oblouku CD kruznice opsané pravouhelniku ABCD zvolme bod P.
Paty kolmic z bodu P na primky AB, AC a BD oznac¢me postupne K, L a M.
Ukazte, Ze uhel LK M ma velikost 45°, praveé kdyz ABCD je ctverec.

(Tomas Jurik)

Reseni. Ukazeme, Ze tthel LK M mé stejnou velikost jako thel CBD (obr.1). Odtud
dané tvrzeni trividlné plyne (thel C'BD mé velikost 45°, pravé kdyz |BC| = |CD|, tj.
kdyz ABCD je ¢tverec).
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Obr. 1

Body B, K, M, P lezi v tomto poradi na Thaletové kruznici nad primérem BP. Pro
velikosti obvodovych hld nad tétivou PM tedy plati | < PKM| = |<PBM]|. Podobné
body A, K, L, P lezi v tomto poradi na Thaletové kruznici nad primérem AP a pro
velikosti obvodovych thld nad tétivou PL mame |<XLKP| = |<LAP|. Z obvodovych
uhld nad tétivou C'P kruznice opsané pravouhelniku ABCD tak dostavame |<CAP| =
= |xCBP|.

Z uvedenych rovnosti vyplyva

|XLKM| = |<LKP|+ |xPKM|=|<LAP|+ |xPBM| = |xCAP|+ |xPBD| =
= |xCBP|+ |xPBD| = |xCBD|,
coz jsme chtéli dokazat.

Pozndmka. Uvedeny postup se da pouzit i v trivialnim pripadé, kdy P = C' anebo
P = D; tehdy maji nékteré z uvazovanych thli nulovou velikost.



Jiné reseni. Opét dokdzeme, ze thly LKM a CBD maji stejnou velikost.
Ozna¢me N patu kolmice z bodu P na primku BC. Body K, L, N lezi na Simsonoveé
pfimce piislusejici bodu P a trojihelniku ABC (obr.2). Na Thaletové kruznici nad
pramérem PB lezi body K, M i N. Z obvodovych uhli nad tétivou M N téze kruznice
tak mame

|xLKM|=|«xNKM|=|xNBM|=|xCBD|.
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3. Najdéte neymenst kladné cislo x, pro néz plati: Jsou-li a, b, ¢, d libovolnd kladnd
c¢isla, jejichZ soucin je 1, potom
1 1 1 1

a® + 0"+ +d" Z -+ -+ -+
a b ¢ d

(Pavel Novotny)

Reseni. Necht a, b, ¢, d jsou libovolna kladné éisla, jejichZ soudin se rovna 1. Podle
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem trojice cisel a®, b*, ¢* pro

libovolné x > 0 mame
TV > Yarrer = .
3 d=
Volbou z = 3 dostavame nerovnost %(ag’ + b3+ ¢®) 2 1/d. Analogicky plati

1@+ +d*) 21/e, 3@+ +d) 21/, P+ +d%) 2 1/a

Sectenim uvedenych ¢ty nerovnosti dostaneme

1 1 1 1
A+ + Pz -+ T+ =+ 2,
a b ¢ d

takze pro x = 3 nerovnost ze zadani ulohy vzdy plati.

Ukazeme, ze x = 3 je hledanou nejmensi hodnotou, tedy Ze pro kazdé kladné x < 3
dand nerovnost pro nékterou z uvazovanych ¢tvefic (a, b, ¢, d) neplati. Najdeme takovou
¢tvefici ve tvaru a = b = c =t a d = 1/t> pro vhodné t > 1 (z4vislé na daném x < 3).
Pro takova kladna a, b, ¢, d jisté plati abed = 1,

1 1

1 1 1 3
T4 4T dt =3 4 — < 4t A
a’+0" +c + +t3m a a+b+c+d t+



Bude-li proto navic platit 4t < t3, nebude nerovnost ze zadani tilohy splnéna. S ohledem
na podminku x < 3 je nerovnost 4t < t3 ekvivalentni s nerovnosti
1
t> 437
ktera je pro dostatecné velké t skutecné splnéna.
Zaver. Hledané nejmensi kladné ¢islo je x = 3.

Pozndamka. Pozadovanou vlastnost ma nejen x = 3, ale kazdé x = 3 (a rovnéz kazdé
x < —1). Vysvétlime to tak, Ze jednicky ve jmenovatelich zlomki na pravé strané uva-

- . . N , x4l .
zované nerovnosti zaménime vyrazem (abced) 7 ; dostaneme tak homogenni nerovnost

x+1

a® +b"+c"+d° 2 aIT_s(bcd)zTJr1 T (acd)ITJr1 toT (abal)ITJrl +dT (abe) =,

coz je Muirheadova nerovnost pro ¢tverice exponenti

(:c—i—l r+1 z+1 zz:—3>

(x,0,0,0) e e

s sy “ . vz « Iy T . _3 .
jejiz uplatnéni je v pfipadé z > 0 vazéno jedinou podminkou 7= = 0 neboli z = 3

(zatimco v pfipadé = < 0 vychdzi jedind podminka xT“ < 0 neboli z = —1).

4. Zkoumejme, pro kterd prirozend c¢isla n existuji prave ctyri prirozend cisla k takovd,
Ze ¢islo n + k je délitelem &isla n + k2.
a) Ukazte, Ze vyhovuje n = 58, a najdéte prislusnd ctyri k.
b) Dokazte, Ze sudé n = 2p, kde p = 3, vyhovuje, pravé kdyzZ p i 2p + 1 jsou
prvocisla.
(Nulu mezi prirozend c¢isla nepocitdme.) (Jaromir Simsa)

Reseni. Z rovnosti n + k? = (k+n)(k — n) + n(n + 1) vidime, ze n + k | n + k2 plati,
pravé kdyz n + k | n(n + 1). Pocet ¢isel k s touto vlastnosti je tedy rovny poctu téch
deélitelu ¢isla D = n(n + 1), které jsou vétsi nez n.

a) V pripadé n = 58 z rozkladu na prvoéinitele pfislusného D = 58 -59 = 2-29-59
vidime, ze délitelé c¢isla D, jez jsou vétsi nez 58, jsou pravé ctyti: 59, 2 - 59 = 118,
29-59 =17114a 2-29-59 = 3422. To jsou hodnoty 58 + k, takze prislusna hledana k
jsou o 58 mensi, jsou to tudiz postupné &isla k =1, k = 60, k = 1653 a k = 3364 = 582.
(Dodejme, 7e obé ¢isla k = 1 a k = n? spliji podminku n + k | n + k2 pro kazdé n.)

b) Pro sudé n = 2p, kde p = 3, plati D = 2p(2p + 1), takZze snadno vypiSeme ctyti
délitele cisla D, které jsou vétsi nez dané n = 2p:

2p+1<22p+1)<p2p+1) <2p(2p+1). (1)

Jsou-li obé ¢isla p, 2p+ 1 prvocisla, zadné jiné takové délitele cislo D ziejmé nema, tudiz
¢islo n = 2p méa pozadovanou vlastnost.

Je-li naopak aspon jedno z ¢isel p, 2p + 1 slozené a plati-li pfedpoklad p = 3 ze
zadéni tlohy, ukdzeme, Ze piislusné D pak mé kromé déliteltt vypsanych v (1) jesté
aspon jednoho dalsiho délitele vétsiho nez 2p. Rozlisime ptitom dva ptipady podle toho,
které z Cisel p, 2p + 1 je slozené.

(i) Je-li slozené ¢islo p, je toto ¢islo délitelné nékterym ¢, 2 < g < %p, a ¢islo D
ma pak délitele 2¢(2p + 1), ktery s vyjimkou pfipadu ¢ = % p lezi mezi druhym a tretim
délitelem vypsanym v (1):

22p+1) <2¢(2p+1) <p(2p+1).
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Nemé-li vsak ¢islo p jiného netriviadlniho délitele kromé ¢ = % p, plati nutné p = 4. Tehdy
ani druhé ¢islo 2p + 1 = 9 neni prvoéislo, takze patého délitele ¢isla D (vétsiho nez 2p)
najdeme v ¢asti (ii).

(ii) Je-li slozené (liché) ¢islo 2p + 1, je toto ¢islo délitelné nékterym ¢, 3 < g < p,
a ¢islo D ma pak délitele 2pq, ktery lezi mezi druhym a tfetim délitelem vypsanym v (1):

1 1
22p+1) <2pg<p(2p+1), nebot ¢>2+- a q<p+§.
p

Ekvivalence z ¢asti b) ulohy je tak dokézéana.

Jiné FeSeni Gasti b). Oznaéme D = 2p(2p + 1). Protoze 2p < VD < 2p + 1, ma
D praveé ctyti délitele vétsi nez 2p, pravé kdyz ma zaroven pravé ctyti délitele mensi
nez v D, celkem tedy pravé osm délitelfi. Cislo D mé aspon dva prvoéinitele, takze
je bud souc¢inem tfi rtznych prvocisel (to ziejmé nastane, pravé kdyz p a 2p + 1 jsou
prvodisla), nebo tvaru ¢3r, kde ¢, r jsou rtiznd prvoéisla. Druhy piipad vSak nemize
nastat, protoze D = 2p(2p + 1) je sudé, ma lichého délitele 2p + 1 a jesté délitele p
nesoudélného s 2p + 1, muselo by proto byt p = 22, odkud r = 2p + 1 = 9, coZ ovem
neni prvodislo. Tim je pozadovand ekvivalence v ¢asti b) dokazéana.

5. V kazZdém z vrcholi pravidelného n-uhelniku A1As ... A, lezi urcity pocet minci:
ve vrcholu Ay je to prdavé k minci, 1 < k < n. Vybereme dvé mince a premistime
kaZdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve smeéru a druhd proti
smeru chodu hodinovych rucicek. Rozhodnéte, pro kterd n lze po konecném poctu
takovych premistént docilit toho, Ze pro libovolné k, 1 < k < n, bude ve vrcholu Ay,
lezet n +1 — k minci. (Radek Horensky)

Reseni. Pfifadme kazdé minci index i vrcholu A;, na kterém lezi (tedy ¢islo z mnoziny
{1,2,...,n}) apo kazdém premisténi dvojice minci ¢isla pfitazena mincim aktualizujme.
Sledujme nejprve, jak se zméni soucet S vSech n cisel prirazenych jednotlivym mincim
po jednom piemisténi.

Nepfemistujeme-li Zzddnou z obou minci mezi vrcholy A; a A,,, soucet S se nezméni,
protoZe jedno z ¢isel minci se o 1 zmensi, druhé se o 1 zvétsi (a ostatni se nezméni).
Stejné tak se soucet S zfejmé nezméni, premistime-li jednu minci z A; do A,, a soucasné
druhou z A,, do A;. Pfemistime-li jednu minci z A; do A, a druhou z A; do A;1 (kde
1<i<n-—1),soucet S vzroste o (n — 1) + 1 = n. Kone¢né premistime-1i jednu minci
z A, do A; a druhou z A; do A;_1 (kde 2 = i < n), soucet S klesne o n. Z uvedeného
uplného rozboru plyne, ze zbytek souctu S po déleni ¢islem n se nikdy nezménd.

Soucet S ve vychozi pozici ma hodnotu

n
1
114224 ... 4n-n=Y K =_nn+1)2n+1),
k=1 6

zatimco v kyzené cilové pozici by mél mit hodnotu

ik(n—i—l—k):(n—i—l)ik—ik?:
k=1 k=1

k=1

n(n -+ 1)(2n + 1) = %n(n +1)(n+2)

S|

1
= En(n +1)% -

(vyuzili jsme zndmé vzorce pro soucet prvych a druhych mocnin ¢isel prvnich n pfiro-
zenych ¢isel). Aby bylo mozné zamysleného cile dosdhnout, musi dvé uréené hodnoty S
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dévat po déleni ¢islem n stejny zbytek, neboli jejich rozdil %n(n + 1)(n — 1) musi byt
nésobkem ¢isla n. Cislo 2(n + 1)(n — 1) = £(n? — 1) proto musi byt celé. Dosazenim
vSech jednotlivych zbytkt 0 az 5 modulo 6 snadno zjistime, Ze nalezend podminka je
splnéna, pravé kdyz ¢islo n dava po déleni Sesti zbytek 1 nebo 5. V dalsi ¢éasti feseni
ukazeme, Ze pro vSechna takova n lze skutecné kyzené cilové pozice dosdhnout.

Popiseme jeden z moznych postupt. (Jedinou) minci, kterd je na pocatku ve vr-
cholu A;, ozna¢me M. VSechny mince s vyjimkou M budeme neustdle pfemistovat
ve stejném spoleéném sméru. V opaéném sméru se tedy bude piemistovat jedind
mince M, aniz bychom se o jeji pozici néjak pribézné ,starali“. Jeji konecnou polohu
urc¢ime pomoci diive odvozené vlastnosti souc¢tu S: index ¢ vrcholu A;, ve kterém se
mince M nakonec ocitne, je jednoznac¢né urcen tim, ze konecné hodnota souctu S dava
po déleni ¢islem n stejny zbytek jako hodnota vychozi — indexy vsech vrchold totiz
tvori iiplnou soustavu zbytkt modulo n.

NavrZzenym postupem permanentniho premistovani mince M miZeme kterouko-
liv ze zbylych minci (nezavisle na ostatnich zbylych mincich) pfemistit do libovolného
vrcholu, ktery si zamaneme. Po konecném poctu vhodnych pfemisténi tedy ziejmé do-
sahneme toho, aby vSechny mince rizné od M byly v kazdém vrcholu A; s indexem
1 > 1 v poctu, jaky nam predepisuje zadani tikolu, tedy n+1 —1. Je celkem lhostejno, ze
je to pravé n 4+ 1 — i, dilezité vsak je, ze celkové pocty minci ve vychozi pozici i kyzené
cilové pozici jsou ziejmé stejné, takze po zminéném ,zajisténi“ vrchold As, As,..., A,
mincemi ruznymi od M bude zbylych n—1 minci riznych od M ve vrcholu A; a posledni
mince M se ocitne v nékterém, prozatim nezjisténém vrcholu. Kdy to bude vrchol A4,
a tudiz cile bude dosazeno? Praveé tehdy, kdyz pocet vrcholi n bude takovy, ze soucet S
pro vychozi pozici dava pri déleni n stejny zbytek jako soucet pro cilovou pozici, o kterou
premistovanim usilujeme. A vSechna takova n jsme jiz nasli.

Odpovéd. Pozadovaného cile je mozné dosdhnout, pravé kdyz ¢islo n dava po déleni
Sesti zbytek 1 nebo 5.

Pozndmka. Popsany zptisob feSeni vede k nasledujicimu zavéru: Jsou-li dana dveé
rozmisténi stejného poctu minci ve vrcholech n-tthelniku, pak jedno z nich lze prevést
na druhé popsanym pfemistovanim minci, pravé kdyz oba soucty S, které odpovidaji
témto rozmisténim, davaji po déleni ¢islem n stejny zbytek.

6. V roviné w jsou dany dva rizné body O a T. Najdéte mnozZinu vrcholu vsech troj-

Vv

v bodé O. (Jaromir Simsa)

Reseni. Vezméme néjaky bod A z roviny w. Aby mohl byt vrcholem trojthelniku po-
psaného v zadani, musi byt rizny od bodu O a T'. Nejprve popiseme obecnou konstrukci
trojici navzajem ruznych boda A, O, T'). Teprve pak zjistime, pro které body A takovy
trojuhelnik sestrojit nelze.

Oznacéme A’ stied strany BC. Bod A’ je obrazem bodu A ve stejnolehlosti se
stfedem T a koeficientem —%. Pokud A" # O, lezi body B a C na kolmici p vedené
bodem A’ k pfimce OA’ a zaroven na opsané kruznici k se stfedem O a polomérem |OA|
(obr. 3).

K danému bodu A dokézeme vzdy sestrojit jeho obraz A’ v uvedené stejnolehlosti.
Predpokladejme nejprve, ze A’ # O. Abychom dostali dva rtizné body B a C, musi byt
pfimka p seénou kruznice k. To nastane, pravé kdyz |OA’| < |OA|. Ozna¢me O’ obraz
bodu O ve stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —2. Plati |O’A| = 2|OA’|, proto
konstrukéni podminku miZeme zapsat ve tvaru |O’A| < 2|OA|. Bod A proto musi lezet
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Obr. 3

mimo kruh uréeny Apolléniovou kruznicil m(S;|ST]), kde S je bod soumérné sdruzeny
s bodem 7" podle bodu O (obr.4).

Pokud tedy A’ # O neboli A # O’, dostaneme konstrukci t¥i body A, B, C. Ty
budou vrcholy vyhovujiciho trojihelniku, pokud nelezi v primce. Na primce lezi, kdyz je
piimka BC totoznd s pfimkou AT, tj. kdyz pfimka OA’ je kolma na AT. Bod A’ proto
nesmi leZet na Thaletové kruznici nad pramérem OT a (po ,zobrazeni“ této podminky
ve stejnolehlosti se stfedem T a koeficientem —2) bod A nesmi lezet na Thaletové
kruznici nad pramérem O’T' (obr.5).

/_\A%_\
o’ 0] T, O’
A/

Obr. 4 Obr. 5

V pfipadé, ze bod A je totozny s bodem O’, tj. A’ = O, namisto kolmice p mizeme
vzit libovolnou pfimku (riznou od AT') prochazejici bodem O (obr. 6). Dostaneme tak
nekone¢né mnoho riznych trojihelniki ABC' s pravym uhlem pii vrcholu A, které
splnuji vSechny podminky zadani.

B
O=A4 .
7 A
k
C

Obr. 6 Obr. 7

Zaver. Hledanou mnozinou bodi je vnéjsi oblast kruznice m kromé bodu lezicich
na Thaletové kruznici nad primérem O’T, pficemz bod O’ do hledané mnoziny téz pat¥i
(obr. 7).

! Pro dané dva ruzné body P, Q a kladné ¢islo k # 1 je Apolléniova kruznice mnozina bodu X, pro néz
plati |PX| = k|QX]|. Stfed Apolléniovy kruznice lezi na pfimce PQ stejné jako dva body kruznice,
které dovedeme pro dané k jednoduse sestrojit.



