3. Stredoevropska matematickd olympiada
Martin Pandk, MU Brno

Tteti stiedoevropskd matematickd olympidda (Midle European Olympiad,
zkracené MEMO) se uskutecnila 24.9.-29.9.2009 v polském mésté Poznan za
ticasti 59 studentii z deseti zemi stfedoevropského regionu, jmenovité z Ceska,
Chorvatska, Litvy, Madarska, Némecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovinska
a Svycarska.

Ceské druzstvo tvorili Petr Boro§ a Simona Domesova z Gymnézia Miku-
lase Kopernika v Bilovci, Radek Marcinia z Gymnazia Christiana Dopplera v
Praze, Miroslav Olsdk z Gymnéazia Budanka v Praze, Petr RySavy z Gymna-
zia Jaroslava Heyrovského v Praze a Bohuslav Zmek z Gymnéazia na ti. Kpt.
Jarose v Brné. Vedoucim druzstva byl dr. Martin Pandk z Pfirodovédecké fa-
kulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Calabek z
Pfirodovédecké fakulty Palackého univerzity v Olomouci.

Vlastni soutéz probihala v prostorach Fakulty matematiky a informatiky
University Adama Mickiewicze, a to ve dvou dnech: v sobotu 26.zafi byla na
programu soutéz jednotlived, v nedéli 27.zari se pak konala soutéz druzstev.
V soutézi jednotlived fesili zaci v prubéhu péti hodin ¢tytfi tlohy, v tymové
soutézi pak kazdé narodni druzstvo mélo stejny ¢as na feseni osmi tilloh. Piiklady
do soutéze vybirala z nadvrhi jednotlivych tcastnickych statd mezinarodni jury
slozend z vedoucich jednotlivych narodnich delegaci.

V pondéli po soutézi studenti navstivili lanové centrum a mnohym z nich
aktivité nasledovalo vecer slavnostni zakonceni soutéze, které probéhlo v histo-
rické budové univerzity v centru Poznané.

Absolutnim vitézem mezi jednotlivci se stal madarsky student Bertalan Bo-
dor, ktery jako jediny vyresil vSechny ¢tyfi tlohy. V tymové soutézi pak do-
minovalo druzstvo Polska. Ceské vyprava byla tspésna, Bohuslav Zmek ziskal
stribrnou medaili, zbyli ¢lenové druzstva az na Petra Borose pak vybojovali
medaili bronzovou. V soutézi druzstev obsadil ¢esky tym p€kné paté misto.

Body za tulohy

Poradi Jméno Medaile
1 2 4
1. Bertalan Bodor 6 8 8 8 30 G
2.-3. Fabian Gundlach 8 3 8 1 20 G
2.-3. Szymon Kubicius 8§ 3 8 1 20 G
8.-12. Bohuslav Zmek 5 1 8 1 15 S
27.-35.  Simona Domesova 0 0 8 1 9 B
27.-35.  Miroslav Olsék 0 0 8 1 9 B
27-35. Petr Rysavy 0 0 8 1 9 B
36.-39. Radek Marcina 0 0 8 O 8 B
52.-55.  Petr Boros 0 0 0 1 1 -




Detailni vysledky ceskych studentit véetné bodovych ziskil za jednotlivé
ulohy lze vycist z predchozi tabulky, vysledky narodnich druzstev v tymové
soutézi pak z tabulky nasledujici.

Poradi Jméno Body za ulohu éislo

1 2 3 4 5 6 7 8 >
1. Polsko 8 6 8 8 8 8 6 8 50
2. Madarsko 6 5 8 8 8 4 8 8 55
3. Némecko 8 4 8 8 8 8 0 8 52
4. Chorvatsko 8 5 8 5 8 2 8 8 52
5. Ceské republika 8 6 8 8 8 3 1 0 42
6. Slovinsko 8 2 8 0 8 0 2 8 36
7.8 Slovensko 7 3 8 6 8 0 1 1 34
7.-8. Rakousko 8 3 4 3 2 0 8 6 34
9. Svyrcarsko 0 2 4 8 8 0 0 8 30
10. Litva 8 2 4 0 5 0 1 4 24

Mnohé dalsi informace o prubéhu této olympiady lze najit na webové strance
www.memo-2009.wml.amu.edu.pl. Na zévér ptikladdme zadani vSech tloh obou
¢asti olympiady.

Soutéz jednotlivcl
Priiklad 1. Najdéte vSechny funkce f : R — R splriujici

F@f(y) + F(F(@) + F) = yf (@) + flz+ fy))

pro libovolnd redlnd xz, y. (R zna¢i mnozinu realnych ¢isel.)

Pi¥iklad 2. Mé&jme n > 3 riiznych barev. Necht f(n) je nejvétsi pFirozené éislo
s nasledujici vlasnosti: kazdou stranu a kazdou thlopficku konvexniho f(n)-
thelnika miizeme obarvit jednou z n barev tak, ze

e jsme pouzili minimalné dvé barvy,

e kazdé t¥i vrcholy daného mnohotihelnika uréuji t¥i usecky bud stejné barvy
nebo navzajem riiznych barev.

Dokazte, ze f(n) < (n—1)? a Ze rovnost v této nerovnosti nastava v nekonec¢né
mnoha pripadech.

Priklad 3. Necht ABCD je konvexni ¢tyfiihelnik se shodnymi stranami AB
a CD, které nejsou rovnobézné. Oznac¢me E, F stredy tihlopiicek AC a BD.
Piimka EF proting usecky AB a CD po fadé v bodech G a H. Ukazte, Ze
|ZAGH| = |£DHG).

Piiklad 4. Urcete vSechna pfirozend k > 2 takova, Ze pro zadnou dvojici (m,n)
riiznych kladnych celych éisel, nepievysujicich k, neni &islo n®~! — m™~! déli-
telné cislem k.



Tymova soutéz
Ptiklad 1.
Necht realna ¢isla x, y, z spliuji podminku x? +y* + 22 +9 = 4(z +y + 2).
Dokazte, ze

xt +y4 +24 4 16(172 +y? +22) > 8(x3 + 98 +23) + 27,

a urcete, kdy nastava rovnost.

Priklad 2. Necht a, b, ¢ jsou redlnd cisla takova, ze pro kazdé dvé z rovnic
224ar+b=0, 224+br+c=0, 22+cx+a=0

existuje pravé jedno realné cislo, které je feSenim obou. Urcete vsechny mozné
hodnoty vyrazu a® + b% + c2.

Priklad 3. Na tabuli jsou napsédna ¢isla 0,1,2,...,n (n > 2). V kazdém kroku
vymazeme cislo, které je aritmetickym priimérem dvou riiznych cisel, ktera jesté
na tabuli zistala. Tyto kroky opakujeme tak dlouho, dokud uz zadné dalsi ¢islo
na tabuli nemiZeme smazat. Bud g(n) nejmensi mozny pocet ¢isel, kterd na
tabuli mohou zistat. Pro kazdé n urcete g(n).

Priklad 4. Kazdé policko hraci desky 2009 x 2009 obarvime jednou z n barev
(nemusime pouzit kazdou z nich). Barvu nazveme souvislou, jestlize existuje bud
jediné policko dané barvy, nebo libovolna dvé policka jsou vzajemné dosazitelna
posloupnosti tahti Sachové damy takovych, Ze se pfi nich dama mize zastavit
pouze na polickach dané barvy (Sachovd ddma se po hraci desce muze pohybovat
vertikalnég, horizontalné a diagonalné). Urcete nejvétsi n takové, Ze pro libovolné
obarveni bude alespori jedna barva pouzita na hraci desce souvisla.

Priklad 5. Necht ABCD je rovnobéznik, kde |/BAD| = 60° a ozna¢me E
prusecik jeho uhlopiicek. Kruznice opsana trojithelniku AC'D protina pfimku
BA v bodé K # A, pfimku BD v bodé P # D a piimku BC v bodé L #
C. Primka EP protina kruznici opsanou trojuhelniku CEL v bodech E a M.
Dokazte, ze trojuhelniky KLM a C AP jsou shodné.

Piiklad 6. Necht ABCD je tétivovy étyfahelnik a |CD| = |DA|. Body E a F
lezi po fadé na useckach AB a BC, navic |/ADC| = 2|/EDF)|. Usecka DK je
vyskou a DM téznici trojiuhelnika DEF. Necht L je obraz bodu K ve stiedové
soumeérnosti podle bodu M. Dokazte, ze pfimky DM a BL jsou rovnobeézné.

Piiklad 7. Naleznéte vSechny dvojice (m,n) celych éisel, které spliiuji rovnici

(m +n)* = m?n? +m? +n? + 6mn.

Priklad 8. Najdéte vSechna FeSeni rovnice
2% + 2009 = 3Y5*

v mnoziné nezapornych celych disel.



