MATEMATICKA OLYMPIADA
NA STREDNICH SKOLACH

kategorie A, B, C a P
59. ROCNIK, 2009/2010
http://math.muni.cz/mo

Studenti stfednich skol,
zveme vas k Gcasti v matematické olympiadé, jejiz soutézni kategorie
A, B, C a P pofadame praveé pro vas.
Kategorie A je uréena zakium maturitnich a pfedmaturitnich ro¢nik,
kategorie B zakam, kterym do maturity zbyva vice nez 2 roky,
kategorie C zaktm, kterym do maturity zbyva vice nez 3 roky,
kategorie P je zaméfena na programovani a je urcena zakim vsech ro¢niki.
Podrobnéjsi rozdéleni uvadi nasledujici tabulka:

Piedpokladany skolni rok
ukonceni studia maturitou | kategorie MO

2009/2010 A
2010/2011 A
2011/2012 B
2012/2013 C

Zéci nizsich roénikfi viceletjch gymnézii soutézi v MO spoleéné s zaky
zékladnich skol v kategoriich 76 az Z9. Jim je vénovan zvlastni letak.

Prubéh soutéze v kategoriich A, B, C: V kategorii A probiha soutéz ve
tfech kolech (8kolnim, krajském a ustfednim), v kategoriich B a C probihd
ve dvou kolech (Skolnim a krajském).

Skolni kolo mé dvé ¢asti — domaci a klauzurni. V domaci €asti na vas
¢eka Sest loh, které najdete v tomto letdku. Jejich FeSeni (ne nutné viech)
odevzdejte svému uciteli matematiky do 25. listopadu 2009 (kategorie A)
a do 14. ledna 2010 (kategorie B, C). Ten je opravi, ohodnoti podle stupnice
1 — vyborne, 2 — dobre, 3 — nevyhovuje. Pak je s vami rozebere, vysvétli
vam pripadné nedostatky a seznami vas se spravnym fesenim, které také
najdete na nasich internetovych strankach. Jestlize budou vase feseni ales-
pon ¢tyf tloh ohodnocena jako vyborna nebo dobra, budete pozvani do
klauzurni €asti skolniho kola. Tam budete ve stanoveném ¢ase samostatné
fesit dalsi tfi dalohy.

Nejlepsi tcastnici skolniho kola budou pozvéani do krajského kola. Tam
budou béhem ¢tyt hodin samostatné fesit ¢tyii tlohy. Pri soutézi budou



moci pouzivat skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje.
O poradi v krajskych kolech soutéze rozhoduje soucet bodu ziskanych za
jednotlivé tlohy, a to 0 az 6 bod za kazdou z nich. Pokud prvnich n zaki
doséhne stejného poctu bodd, je jejich poradi oznaceno shodné 1.—n. mis-
tem. Podobné se uréi poradi na dalsich mistech. Zadn4, jind kritéria nejsou
pripustna.

V kategorii A budou jesté nejlepsi fesitelé krajského kola z celé repub-
liky soutézit v ustFfednim kole, a to za podminek podobnych jako na me-
zinarodni matematické olympiadé, kde béhem soutéze lze pouzivat pouze
psaci a rysovaci potfeby. Pravé pro ni se z vitézu ustfedniho kola vybere
druzstvo Ceské republiky.

Prubéh soutéze v kategorii P: Ve Skolnim kole fesite jen ¢tyfi tlohy
uvedené v tomto letaku spolu s pokyny, jak méate nalozit s FfeSenimi, ktera
nebudete odevzdavat ve skole.

V kategorii P se nekoné klauzurni ¢ast skolniho kola, takze tspésni
fesitelé domécich tloh budou pozvani pfimo do krajského kola. Stejné
jako v kategorii A se i v kategorii P kon4 tstfedni kolo, jehoZz vitézové se
zucastni kazdoro¢ni mezinarodni olympiady v informatice.

Pfedbézné byly stanoveny tyto terminy 59. roéniku MO:

I. kolo II. kolo II1. kolo
(8kolni ¢ast) (krajské) (sttedni)
Kategorie A 1.12. 2009 19.1. 2010 21.3.-24.3. 2010
Kategorie B, C 21.1. 2010 30.3. 2010 —
Kategorie P — 12.1. 2010 24.3.-27.3. 2010

MO poiadaji Ministerstvo skolstvi, mlddeZe a télovychovy CR, Jednota
Ceskijch matematiki o fyziki a Matematicky tustav Akademie véd Ceské
republiky. Soutéz organizuje ustredni komise MO a v krajich ji ¥idi kraj-
ské komise MO pii pobockach JCMF. Na jednotlivych gkolach ji zajistuji
povéfeni ucitelé matematiky, na které se mizete s otdzkami kolem MO
kdykoli obracet.

Reseni soutéZnich tloh vypracujte Citelné na listy formatu A4. Kazdou
ilohu zaénéte na novém listé a uvedte vlevo nahoie zahlavi podle vzoru:

Karel Smutny

2. D, gymnazium

Kulaté nam. 9, 62979 Luzany
2009/2010

B-I-4

Posledni idaj je oznaceni ulohy podle tohoto letdku. Znéni tloh ne-
musite opisovat. Nevejde-li se vdm FeSeni na jeden list, uvedte na dalsich
listech vlevo nahofe své jméno a oznaceni tlohy a o¢islujte stranky. ReSeni
piSte jako vyklad, v kterém jsou uvedeny vSechny podstatné Gvahy tak,
aby bylo mozZno sledovat vas myslenkovy postup.



Kategorie A

. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

Vi —y=2z2-1,
Viyi—z=z-1,
Vi2—r=y-—1

(Radek Horensky)

. Kosoc¢tverci ABC'D je vepsdna kruznice. Uvazujme jeji libovolnou
teénu protinajici obé strany BC, C'D a ozna¢me po fadé R, S jeji priu-
seCiky s pfimkami AB, AD. Dokazte, Ze hodnota souéinu |BR| - |DS]
na volbé tecny nezavisi. (Leo Bocek)

. Na tabuli jsou napséna ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na
tabuli dvé ¢isla, z nichz jedno je délitelem druhého, obé smazeme a na
tabuli napiSeme jejich (celo¢iselny) podil. Takto pokracujeme, aZ na
tabuli ziistanou jen ¢isla, z nichZ Zadné neni délitelem jiného. (V jednom
kroku miZzeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit je ¢islem 1.) Kolik
nejméné Cisel miize na tabuli zistat? (Peter Novotny)

. V libovolném ostroithlém rtznostranném trojuhelniku ABC oznac¢me
0,V a S po fadé stfed kruznice opsané, prusecik vysek a stied kruznice
vepsané. Dokazte, Zze osa usecky OV prochdzi bodem S, pravé kdyz
jeden vnitini thel trojihelniku ABC ma velikost 60°. (Tomds Jurik)

. V kadi je r9 ryb, spoleény tlovek n rybait. Prichazeji pro svij dil
jednotlivé, kazdy si mysli, ze se dostavil jako prvni, a aby si vzal pfesné
n-tinu aktualniho pocétu ryb v kadi, musi pfedtim jednu z ryb pustit
zpét do morte. Urcete nejmensi mozné c¢islo rg v zavislosti na daném
n 2 2, kdyz i posledni rybéf si aspon jednu rybu odnese.

(Dag Hruby)

. Pro dané prvocislo p uréete pocet (vSech) usporddanych trojic (a, b, c)
¢isel z mnoziny {1,2,3,...,2p?}, které spliuji vztah

o d+bd P+l
a+b Cop242

)

kde [z, y] zna¢i nejmensi spoleény nasobek ¢isel z ay. (Tomds Jurik)



Kategorie B

. Na stole lezi tfi hromadky zapalek: v jedné 2 009, ve druhé 2010 a v po-
sledni 2 011. Hrac, ktery je na tahu, zvoli dvé hromadky a z kazdé z nich
odebere po jedné zapalce. Ve hie se pravidelné stfidaji dva hraci. Hra
konéi, jakmile nékterd hroméadka zmizi. Vyhrava ten hrac, ktery udélal
posledni tah. Popiste strategii jednoho z hraci, kterd mu zajisti vyhru.

(Jdan Mazdk)

. Na tabuli je napsano ¢tyimistné cislo, které ma presné Sest kladnych
délitelr, z nichz pravé dva jsou jednomistni a pravé dva dvojmistni.
Vétsi z dvojmistnych déliteld je druhou mocninou pfirozeného déisla.
Urcete vSechna ¢isla, kterd mohou byt na tabuli napsana.

(Peter Novotny)

. V roviné je dana tsecka AB. Sestrojte rovnobéznik ABC D, pro jehoz
sttedy stran AB, CD, DA oznacené po tadé K, L, M plati: body A,
B, L, D lezi na jedné kruznici a rovnéz body K, L, D, M lezi na jedné
kruznici. (Jaroslav Svrcek)

. Najdéte 2009 po sobé jdoucich ¢tyfmistnych ¢isel, jejichz soucet je
soucinem t¥i po sobé jdoucich pfirozenych cisel. (Radek Horensky)

. Uvnitf kratsiho oblouku A B kruZnice opsané rovnostrannému trojuhel-
niku ABC' je zvolen bod D. Tétiva C'D protina stranu AB v bodé E.
Dokazte, ze trojuhelnik se stranami délek |AE|, |BE|, |CE| je podobny
trojuhelniku ABD. (Pavel Leischner)

. Reélna ¢isla a, b maji tuto vlastnost: rovnice 2 — ax +b — 1 = 0 mé
v mnoziné redlnych ¢isel dva rtzné koreny, jejichz rozdil je kladnym
kofenem rovnice 22 — ax + b+ 1 = 0.

a) DokaZte nerovnost b > 3.

b) Pomoci b vyjadiete kofeny obou rovnic. (Jaromir Simsa)



Kategorie C

. Erika a Klarka hrily hru ,slovni logik“ s témito pravidly: Hra¢ A
si mysli slovo slozené z péti riznych pismen. Hra¢ B vyslovi libovolné
slovo sloZené z péti riznych pismen a hra¢ A mu prozradi, kolik pismen
uhodl na spravné pozici a kolik na nespravné. Pismena povazujeme za
riiznd, i kdy# se lisi jen hackem nebo ¢arkou (napiiklad pismena A, A
jsou riiznd). Kdyby si hra¢ A myslel napiiklad slovo LODKA a B by
vyslovil slovo KOLAC, odpovi hra¢ A, Ze jedno pismeno uhodl hrac B
na sprévné pozici a dvé na nespravné. Zkracend sdéli ,,1 + 2, nebot
se opravdu obé slova shoduji pouze v pismenu O v¢etné pozice (druhé
zleva) a v pismenech K a L, jejichZ pozice jsou odlisné. Erika si myslela
slovo z péti riiznych pismen a Klarka vyslovila slova KABAT, STRUK,
SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tato slova v daném potadi od-
povedéla 0+ 3,042, 1 +2,240 a 1+ 2. Zjistéte, jaké slovo si Erika
mohla myslet. (Peter Novotng)

. Vrcholem C pravouhelniku ABCD vedte pfimky p a ¢, které maji
s danym pravouhelnikem spoleény pouze bod C, pfi¢emz pfimka p ma
od bodu A nejvétsi moznou vzdalenost a pfimka ¢ vymezuje s pfimkami
AB, AD trojtahelnik co nejmensiho obsahu. (Leo Bocek)

. Urcete vSechna realnd ¢isla x, kterd vyhovuji rovnici 4o — 2|x] = 5.
(Symbol |z] znaé¢i nejvétsi celé ¢islo, které neni vétsi nez ¢islo z, tzv.
dolni celou ¢ast redlného cisla x.) (Jaroslav Svrcek)

. KruZznice k(S;r) se dotykd pfimky AB v bodé A. KruZnice I(T’;s) se
dotyka piimky AB v bodé B a protind kruznici k& v krajnich bodech
C, D jejiho praméru. Vyjadiete délku a tisecky AB pomoci polomért
r, s. Dokazte dale, ze prusec¢ik M piimek C'D, AB je stfedem tsecky
AB. (Leo Bocek)

. Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati
2 2
\/@22(@ +3ab+b)§a+b,
5(a+0) 2
a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost.
(Jdan Mazdk)

. Najdéte vSechna pfirozend cisla, ktera nejsou délitelnd deseti a ktera
ve svém dekadickém zapisu maji nékde vedle sebe dvé nuly, po jejichz
vyskrtnuti se piivodni ¢islo 89krat zmensi. (Jaromir Simsa)



KATEGORIE P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou prakticky zaméfené a vasim tukolem v nich je vytvofit
a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. Reseni téchto dvou tloh bu-
dete odevzdavat ve formé zdrojového kédu pres webové rozhrani pfistupné na strance
http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde téz naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni
budou automaticky vyhodnocena pomoci pfipravenych vstupnich dat a vysledky vy-
hodnoceni se kratce po odevzdani dozvite. Pokud vas program neziska plny pocet bodu,
muzete své feSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-1-3 a P-1-4 jsou teoretické, vasim tkolem je nalézt efektivni algoritmus
fesici zadany problém. ReSeni tlohy se tedy sklad4 z popisu navrzeného algoritmu,
zdtvodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu ¢asové a pamétové slozitosti. Soucésti
feSeni je i zapis algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokdédu v tloze P-1-3
a v jazyce pocitace Kvak v tloze P-I-4. Sva feSeni muzete odevzdat ve formé souboru
typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani nebo zaslat postou na adresu:

Matematicka olympiada — kategorie P
KSVI MFF UK

Malostranské namésti 25

11800 Praha 1

Reseni vech tiloh mizete odevzdavat do 15. listopadu 2009. Opravena Feseni tloh
P-1-3 a P-I-4 dostanete zpét prostfednictvim krajskych komisi MO. Seznam po-
stupujicich do krajského kola najdete na webovych strankdch olympiaddy na adrese
http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Mali¥ Bonifac

Radni v Kocourkové vypsali nedavno vybérové fizeni na velmi odpo-
védnou a dilezitou ¢innost: malovani chodniku pfed radnici. Ve vybérovém
Fizeni zvitézil malif Bonifc (jediny uchazec a zcela ndhodou také starosttiv
bratr).

Jak uz to byva, sotva Bonifac podepsal smlouvu, hned zacal dostavat
z radnice jeden pfikaz za druhym: Tento kus chodniku natfit zelenou bar-
vou, tento rizovou, potom to skoro celé pretfit na bilo... Netrvalo dlouho
a Bonifac si v§iml, Ze se nékteré piikazy prekryvaji. A kdyZ si uvédomil,
ze ho smlouva zavazuje provést vsechny prikazy v tom poradi, v jakém je
dostal, zacaly ho obchazet mdloby.

Nastésti vsak prisel na genialni napad. Kdyby védeél, jak ma chodnik
vypadat nakonec po provedeni vSech pfikazi, mohl by ho tak namalovat
rovnou a potom se tvarit, ze on prece vSechny piikazy dodrzel. A hlavné
potom radnici vSechno vyucétuje podle pivodnich piikazt a jesté na tom
poradné vydéla.

Soutézni tloha. Chodnik pfed radnici méfi K kocourkovskych krok.
Jeden jeho konec bude mit soufadnici 0, opa¢ny konec ma soutradnici K.
V soucasnosti ma cely chodnik asfaltové cernou barvu. Bonifadc pouziva
F jinych barev, oc¢islovanych od 1 do F'. Postupné dostal N prikazt. Kazdy
z nich zapiSeme ve tvaru »a; b; f;«, kde a; a b; jsou soutadnice zacatku
a konce tseku a f; je barva, kterou se ma tento tisek obarvit. Na obarveni

6



jednoho kocourkovského kroku chodniku potfebuje Bonifac jeden litr bar-
vy. Pro kazdou z barev spocitejte, kolik litrt bude Bonifac potifebovat.

Formadt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje bonifac.in. Na prvnim
fadku souboru jsou tii celd ¢isla N (pocet piikazi), F' (pocdet barev) a K
(délka chodniku) oddélend mezerami (1 < N < 100000, 1 £ F,K <
< 1000000000). Nasleduje N fadkt, z nichz kazdy popisuje jeden piikaz,
a to v poradi, v jakém je Bonifac dostal. Pfitom i-ty z téchto radku ob-
sahuje tfi celd ¢isla a;, b; a f; oddélend mezerami (0 < a; < b; £ K,
L= fisF).

Pro 8 z 10 testovacich vstupt bude navic platit K < 100000. Pro 6
z téchto 8 testovacich vstupi bude navic N < 1000, a pro 3 z téchto
6 vstupti také K < 1000.

Formadt vystupu: Vystupni soubor se jmenuje bonifac.out.Pro kazdou
z F' barev (v poradi jejich ¢isel) zapiste do vystupniho souboru jeden Fadek
obsahujici jedno celé ¢islo — kolik litri této barvy bude Bonifac potfebovat.

Piiklad:
Vstupni soubor bonifac.in: Vystupni soubor bonifac.out:
457 1
151 3
243 1
46 4 0
362 0

Odevzddvdni TeSent
Toto je prakticka tloha. Odevzdavate pouze zdrojovy kdd odladéného
programu prostiednictvim webového rozhrani.

P-1-2 Cokolidda

Maftenka bude mit brzy narozeniny. Jeji bratr Jeni¢ek dlouho nemohl
vymyslet, co by ji jenom mohl k narozenindm dat — az konecné ve své
tajné skrysi na pudé objevil zbytek ¢okolady, kterou si tam kdysi ukryl.
Pravda, mysi uz si vybraly svoji dan, ale i tak z ¢okolady ztstalo jesté
docela dost. Déravé ¢asti olame, aby mu vznikla pé€kné ¢tvercova tabulka,
a tu thledné zabali. A zbytek samoziejmé sni.

SoutéZni dloha. Je dan ptvodni pocet fadkt R a sloupcu S, které ¢o-
koldda kdysi méla. Déle mame matici R x S nul a jedni¢ek urcujici, ktera
policka ¢okolady zustala cela. Zjistéte, kolika rtiznymi zptsoby muze Jeni-
¢ek uskutecnit sviyj plan. Jinymi slovy feceno, spocitejte, kolika zpusoby
je mozné ve zbytku ¢okolady vyznacit étverec (libovolné velikosti) bez dér.
Vs8echny hrany ¢tverce musi samoziejmé lezet na hranach policek. Stejné
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velké ¢tverce lezici na riznych soufadnicich v tabulce cokolady povazujeme
za ruzna Feseni.

Formadt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje cokolada.in. Na jeho prv-
nim F4dku jsou dvé cel celé ¢isla R a S oddélend mezerou (1 £ R, S <
< 2500). Nasleduje R fadki, v r-tém z nich je S mezerami oddélenych
celych ¢isel ay 1, ..., ar g. Je-li policko Cokolady (r, s) celé, je ar s = 1, jinak
ars = 0.

Pro 7 z 10 testovacich vstupti bude navic platit R < 500. Pro 5 z téchto
7 testovacich vstupit bude R,S < 100, a pro 3 z téchto 5 vstupit bude
R, S < 20.

Formadt vystupu: Vystupni soubor cokolada.out obsahuje jediny fadek
a na ném jedno celé ¢islo — hledany pocet ¢tverci.

Priklad

Vstupni soubor cokolada.in: Vystupni soubor cokolada.out:
35 12

01010

01110

11111

Na obrazku vpravo je nakreslena
¢okolada popsana ukazkovym vstu-
pem. Sedou barvou jsou vyznacena
policka, ktera chybéji.

Ctverec 1 x 1 na ni miiZeme vyzna-
¢it deseti zptsoby a Ctverec 2 X 2
dvéma, coz je celkem 10 + 2 = 12
zptsobii.

Odevzddvani Tesent
Toto je prakticka tloha. Odevzdavate pouze zdrojovy kdd odladéného
programu prostiednictvim webového rozhrani.

P-1-3 Kola¢

Zla jezibaba drzi v kleci Jenicka a Marfenku a snazi se je vykrmit.
Pravé pro né upekla plech jezibabiho kolace. Kola¢ mé tvar obdélnika,
cely je odpudivy a navic je ozdoben ohavnou pecenou ropuchou.

Protoze cokoliv je lepsi nez muset snist tuto ropuchu, rozhodli se Jeni-
¢ek s Marenkou, Ze si z jedeni kolace udélaji hru. Marenka na ném 1zickou
nakreslila ¢ary, ¢imz ho rozdélila na X x Y stejnych ¢tverct. Cela ropucha
sedi na jednom z téchto ¢tverct.

Jenicek s Marenkou se nyni budou pravidelné stiidat na tahu. Ten
z nich, kdo je na tahu, si vybere nékterou z vyznacenych ¢ar a podél ni
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kola¢ roziizne na dvé obdélnikové c¢asti. Nasledné sni tu ¢ast kolace, ve
které neni ropucha. Kdo bude na tahu v okamziku, kdy uz z kolace zbude
pouze posledni ¢tverec s ropuchou, prohral a musi ropuchu snist. Prvni
tah provadi Mafenka.

0,Y) (X,Y)

(rg,1y)
Yy

(0,0) (X,0)

Soutézni tloha. Jsou dany rozméry koladce X, Y a soufadnice r,, 7
levého dolniho rohu ¢tverce, v némz je ropucha.
a) (2 body)

Rozhodnéte, kdo zvitézi v situaci znazornéné na obrazku — tedy pro
(X,Y)=(9,5) a(ry,ry) = (5,3) — a popiste jednu moznou strategii, kterd
mu zabezpeci vyhru.

b) (8 bodi)

Popiste co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery pro dané hodnoty X, Y, r,

a 1y zjisti, které z déti hru vyhraje, jestlize budou obé& hrét optimalné.

Priklady

Vstup:

8110 V prvnim tahu Maienka provede fez
po piimce x = 3. Zbude ropucha

. a okolo ni z kazdé strany jeden c¢tve-

rec. Jenicek sni jeden z nich, Ma-
fenka druhy, a Jenickovi ziistane ro-
pucha.

Vstup:

5312 V druhém prikladu vyhraje Jenicek.




Odevzddavdni Tesent

Toto je teoreticka tiloha. Reseni odevzdejte ve formatu PDF prostied-
nictvim webového rozhrani, nebo ho zaslete poStou na adresu uvedenou
v uvodu.

P-I-4 Pocita¢ Kvak

V letosnim ro¢niku olympiady se budeme setkavat se specidlnim po-
¢itacem nazvanym Kvak. Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této
ulohy je popséno, jak pocita¢ Kvak funguje a jak se programuje.

Soutézni uloha.

a) (3 body)

V roufe pocitace je jedno ¢islo. Napiste program pro Kvak, ktery vy-
pise 1, jestlize je to prvodislo, zatimco v opa¢ném piipadé vypise 0.

Plny pocet bodi dostanete za libovolné feseni, které bude mit méné
nez 100 prikazi a pro libovolny vstup vykond méné nez 10000 krok.

b) (4 body)

V roufe pocitace je posloupnost kladnych ¢isel. Délka této posloupnosti
je mensi nez 65 000. Napiste program pro Kvak, ktery tuto délku spocita
a vypiSe. Plny pocet bodu dostanete za TfeSeni, které bude mit linearni
casovou slozitost.

c) (3 body)

Pocita¢ Kvak se nam poskodil, takze dokaze provést piikaz put pouze
desetkrat a poté se definitivné zastavi. VSechny ostatni piikazy provadi
pocitac bez problémd.

V roufe pocitace je neprazdnd posloupnost ¢isel. Je mozné napsat pro-
gram pro takto poskozeny Kvak, ktery bez ohledu na délku vstupni po-
sloupnosti spocitd a vypiSe jeji maximum? Jestlize ano, napiste takovy
program. V opac¢ném piipadé dokazte, ze to neni mozné.

Interpret

Na webové strance olympiady budete mit k dispozici interpret pro-
gramil pro pocita¢ Kvak, abyste si mohli svoje feseni otestovat. (Interpret
zverejnime nejpozdéji meésic pred terminem odevzdani feseni doméciho
kola.)
Odevzddvdni Tesent

Toto je teoreticka tiloha. Reseni odevzdejte ve formatu PDF prostied-

nictvim webového rozhrani, nebo ho zaslete postou na adresu uvedenou
v tvodu.

Studijni text
V letosnim roc¢niku olympiady se budeme setkavat se specidlnim poci-
tacem zvanym Kvak.
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Jediny datovy typ, se kterym Kvak pracuje, se nazyva number, coz je
celé ¢islo z rozsahu od 0 do 65535 véetné.* Viechny matematické vypocty
provadi Kvak modulo 65 536, takze napfiklad hodnotou vyrazu 65530+ 10
je 4.

Kvak pouziva 26 proménnych, které nazyvame registry. Registry jsou
oznaceny pismeny a az z a v kazdém z nich mtize byt uloZena jedna hod-
nota typu number. Na zacatku vypoctu jsou ve vSech registrech nuly.

Kromé registriit ma Kvak jesté jednu jednosmeérnou rouru neomezené
délky, do které se mohu ukladat hodnoty typu number. Je to jedind datova
struktura, kterou Kvak pouziva. S rourou lze provadét dvé operace:

> vlozit do ni ¢islo z registru X prikazem put X,
> z opacného konce roury odebrat ¢islo a ulozit ho do registru X prikazem

get X.

Cisla se v rouie pocitace nemohou predbihat, Kvak je tedy bude odebi-
rat ve stejném pofadi, v jakém je do roury vlozil.** Roura mé neomezenou
kapacitu, lze do ni vlozit libovolné mnozstvi ¢isel. Neni-li feceno jinak,
roura je na zaCatku vypoctu prazdna.

Pocita¢ Kvak ma také moznost vypisovat ¢isla (vysledky vypoétu) na
vystup.

Prikazy
V nésledujici tabulce jsou shrnuty vSechny ptikazy, které Kvak umi
provadét a které tedy mizete pouzivat v programech.

prikaz vyznam prikazu

get X Kvak odebere jedno ¢islo z roury a ulozi ho do registru X.
put X Kvak vlozi do roury ¢islo z registru X.

put ¢islo Kvak vlozi dané ¢islo do roury.
print Kvak odebere jedno ¢islo z roury a vypise ho na vystup.

add scitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
jejich soucet.

sub odcitani: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
jejich rozdil (prvni minus druhé).

mul nasobeni: Kvak odebere dvé éisla z roury a vlozi do roury
jejich soucin.

div déleni: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
celou ¢ast jejich podilu (prvni lomeno druhé).

* 65535 = 216 — 1, typ number je tedy pfesné to, co znate jako 16-bitové celé &islo
bez znaménka.
** Takovou datovou strukturu obvykle nazyvame fronta.
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mod

zbytek: Kvak odebere dvé ¢isla z roury a vlozi do roury
zbytek, ktery da prvni z nich po celo¢iselném déleni dru-
hym.

label L

jump L

jz X L

jeq X YV L

jgt XY L

jempty L

navésti: Toto misto v programu dostane oznaceni L (kde
L mize byt libovolny fetézec). Stejné navésti nesmi byt
v programu vicekrat.

skok: Kvak bude pokracovat v provadéni programu od
mista, které ma oznaceni L.

skok jestlize nula: Je-li v registru X nula, Kvak provede
ptikaz jump L.

skok jestlize se rovnaji: Je-li v registrech X a Y stejna
hodnota, Kvak provede ptikaz jump L.

skok jestlize je vétsi: Je-li v registru X vétsi hodnota nez
v registru Y, Kvak provede pfikaz jump L.

skok jestlize je prazdna: Neni-li v roufe zadné ¢islo, Kvak
provede ptikaz jump L.

stop

konec: Kvak ukon¢i sviij vypocet.

Pokud se béhem vypoctu stane, Ze se pokusime odebrat ¢islo z roury

pocitace a roura pritom bude prazdna, nastane chyba. Chyba nastane také
tehdy, kdyz se pokusime délit nulou, poc¢itat zbytek po déleni nulou, nebo
skoc¢it na neexistujici misto v programu. Dojde-li vypocet programu na
konec, Kvak po provedeni posledniho piikazu korektné skonéi (jako kdyby
na konci programu byl jesté piikaz stop.)

V zapisu programu muzeme psat vice prikazi na jeden radek, v tako-

vém pripadé je od sebe oddélujeme strednikem.

Priklad 1
Nasledujici program spocita a vypise soucet vSech ¢isel od 1 do 20.

12

put
put

20
0

label start

get

a

jz a

end
put
add
sub
get

a ; put a ; put 1

b ; put b

jump start
label end
print



Pokazdé, kdyz se Kvak pfi provadéni programu dostane ke tietimu
fadku (label start), budou v roufe préavé dvé ¢isla. Jestlize prvni z nich
ozna¢ime N, hodnota druhého bude rovna souc¢tu S = (N +1)+...+20.
Poté nacteme N do registru a. Je-li N = 0, mame v roufe hledany soucet,
miizeme ho vypsat na vystup a skoncit. V opa¢ném pfipadé chceme provést
dvé véci: Pricist NV k dosud ziskanému souctu, a nasledné N zmensit o 1.
Po provedeni fadku Sest (tfi piikazy put) mame v roufe postupné ¢éisla: .S,
N, N, 1. Pfikaz add secte prvni dvé, po jeho provedeni bude v roufe trojice
éisel N, 1, N+ 5. Po vykonéni dalsiho ptikazu sub budou v roufe hodnoty
N+S a N—1.To uz je téméf to, co potfebujeme, jenom v opa¢ném poradi.
Proto prvni z nich nac¢teme do registru b a znovu vlozime do roury.

Priklad 2
V roufe je neprazdna posloupnost ¢isel. Napiseme program, ktery spocita
a vypiSe na vystup jejich soucet. (Pfesnéji, jeho zbytek po déleni 65 536.)
Budeme stale opakovat nasledujici postup: Zjistime, zda jsou v roufe
aspon dvé cisla. Jestlize ano, né€kterd dvé z nich seéteme a nahradime je
jejich souc¢tem. Pokud tam uz dvé ¢isla nejsou, zustalo tam tady uz jenom
jediné a to zjevné sou¢tem vSech puvodnich ¢isel. V programu pro pocitac
Kvak mtzeme tuto myslenku implementovat napiiklad nasledovné:

label cyklus
get a
jempty konec
put a

add

jump cyklus

label konec
put a
print

Na zacatku kazdé iterace odebereme z roury jedno ¢islo a vlozime ho
do registru a. Pokud se tim roura vyprazdnila, méame v registru a hledany
soucet, staci ho uz jenom vypsat. Pokud ne, ¢islo z registru a vratime zpét
do roury. V tom okamziku jsou v roufe alespon dvé ¢isla a mizeme tedy
bez obav provést prikaz add.

Casova slozitost tohoto Feseni je linearni vzhledem k poctu éisel, ktera
byla na zacatku vypoctu v roufe. Kazda iterace cyklu totiz provadi jen
konstantni pocet prikazi a zmensi nam o jedno pocet Cisel v roufe.
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