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59. ROCNIKU MATEMATICKE OLYMPIADY
PRO ZAKY STREDNICH SKOL (2009/2010)

KATEGORIE A
1. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic

2 —y=z —1,

V2 —z=x -1,

2

24—z =y—1.

(Radek Horensky)

2. Kosoctverci ABCD je vepsana kruznice. Uvazujme jeji libovolnou teénu protinajici obé strany
BC, CD a ozna¢me po fadé R, S jeji pruseciky s pfimkami AB, AD. Dokazte, Ze hodnota
sou¢inu |BR| - |DS| na volbé te¢ny nezavisi. (Leo Bocek)

3. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli dvé ¢isla, z nichz
jedno je délitelem druhého, obé smazeme a na tabuli napiSeme jejich (celoc¢iselny) podil. Takto
pokrac¢ujeme, az na tabuli zistanou jen ¢isla, z nichz z4dné neni délitelem jiného. (V jednom
kroku mtizeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit je ¢islem 1.) Kolik nejméné ¢isel mize na
tabuli zistat? (Peter Novotng)

4. V libovolném ostroihlém riznostranném trojihelniku ABC ozna¢me O, V a S po fadé stied
kruznice opsané, prisecik vysek a stied kruznice vepsané. DokazZte, Ze osa tiseCky OV prochazi
bodem S, pravé kdyz jeden vnitini Gthel trojihelniku ABC' ma velikost 60°. (Tomds Jurik)

5. V kadi je rg ryb, spole¢ny tlovek n rybait. Prichézeji pro sviyj dil jednotlivé, kazdy si mysli, ze
se dostavil jako prvni, a aby si vzal pfesné n-tinu aktualniho poc¢tu ryb v kadi, musi predtim
jednu z ryb pustit zpét do more. Urcete nejmensi mozné ¢islo rg v zavislosti na daném n > 2,
kdyz i posledni rybaf si aspon jednu rybu odnese. (Dag Hruby)

6. Pro dané prvodislo p urcete pocet (vSech) uspofadanych trojic (a,b,c) ¢isel
z mnoziny {1,2,3,...,2p?}, které spliuji vztah

[a,c] + [b, ] _p2+1.
a +b  p2+2

)

kde [z,y] znaci nejmensi spoleény nasobek ¢isel x a y. (Tomds Jurik)

KATEGORIE B

1. Na stole lezi tfi hromadky zapalek: v jedné 2009, ve druhé 2010 a v posledni 2011. Hrac, ktery
je na tahu, zvoli dvé hromédky a z kazdé z nich odebere po jedné zapalce. Ve hie se pravidelné
stfidaji dva hrac¢i. Hra konci, jakmile néktera hromadka zmizi. Vyhrava ten hrac, ktery udélal
posledni tah. Popiste strategii jednoho z hraca, kterd mu zajisti vyhru. (Jan Mazak)

2. Na tabuli je napsano Ctyfmistné Cislo, které mé presné Sest kladnych déliteld, z nichz praveé
dva jsou jednomistni a pravé dva dvojmistni. Vétsi z dvojmistnych délitelt je druhou mocninou
pfirozeného ¢isla. Urcete vSechna ¢isla, kterd mohou byt na tabuli napsana. (Peter Novotny)
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. V roviné je dana tsecka AB. Sestrojte rovnobéznik ABC D, pro jehoz stiedy stran AB, CD,
DA oznacené po fadé K, L, M plati: body A, B, L, D lezi na jedné kruznici a rovnéz body K,
L, D, M lezi na jedné kruznici. (Jaroslav Svréek)

. Najdeéte 2009 po sobé jdoucich ¢tyfmistnych ¢isel, jejichz soucet je souc¢inem tii po sobé jdoucich
pfirozenych éisel. (Radek Horensky)

. Uvnitt kratstho oblouku AB kruZnice opsané rovnostrannému trojuhelniku ABC je zvolen
bod D. Tétiva C'D protind stranu AB v bodé E. Dokazte, Ze trojuhelnik se stranami délek
|AE|, |BE|, |CE| je podobny trojahelniku ABD. (Pavel Leischner)

. Realna ¢isla a, b maji tuto vlastnost: rovnice 22 — az +b — 1 = 0 ma v mnoziné realnjch &isel

dva rtizné kofeny, jejichz rozdil je kladnym kofenem rovnice 22 — ax +b+ 1 = 0.
a) Dokazte nerovnost b > 3.
b) Pomoci b vyjadiete kofeny obou rovnic. (Jaromir Simsa)

KATEGORIE C

. Erika a Klarka hraly hru ,slovni logik“ s témito pravidly: Hra¢ A si mysli slovo sloZené z péti
riznych pismen. Hraé¢ B vyslovi libovolné slovo slozené z péti riznych pismen a hra¢ A mu
prozradi, kolik pismen uhodl na spravné pozici a kolik na nespravné. Pismena povaZzujeme za
riiznd, i kdyz se lisi jen hackem nebo &arkou (napiiklad pismena A, A jsou rtizna). Kdyby si
hra¢ A myslel napiiklad slovo LODKA a B by vyslovil slovo KOLAC, odpovi hra¢ A, ze jedno
pismeno uhodl hraé¢ B na spravné pozici a dvé na nespravné. Zkracend sdéli ,,1 + 2“, nebot se
opravdu obé slova shoduji pouze v pismenu O véetné pozice (druhé zleva) a v pismenech K a L,
jejichz pozice jsou odlisné. Erika si myslela slovo z péti riznych pismen a Klarka vyslovila slova
KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL. Erika na tato slova v daném potadi odpovédéla
0+3,04+2,1+2,2+0al+ 2. Zjistéte, jaké slovo si Erika mohla myslet.  (Peter Novotny)

. Vrcholem C' pravothelniku ABCD vedte piimky p a ¢, které maji s danym pravothelnikem
spoleény pouze bod C, pficemz pfimka p ma od bodu A nejvétsi moznou vzdalenost a piimka ¢
vymezuje s piimkami AB, AD trojihelnik co nejmensiho obsahu. (Leo Bocek)

. Uréete v8echna realna ¢isla z, kterd vyhovuji rovnici 4z — 2[z| = 5. (Symbol |x] znadi nejvétsi
celé ¢islo, které neni vétsi nez ¢islo x, tzv. dolni celou ¢ast realného ¢isla z.)  (Jaroslav Svrcek)

. Kruznice k(S; r) se dotyka pfimky AB v bodé A. Kruznice [(T; s) se dotyka piimky AB v bodé B
a protind kruznici k£ v krajnich bodech C, D jejiho pruméru. Vyjadiete délku a tsec¢ky AB
pomoci poloméru r, s. Dokazte dale, ze prisecik M piimek CD, AB je stiedem tsecky AB.

(Leo Bocek)

. Dokazte, ze pro libovolna kladna realna ¢isla a, b plati

2(a® +3ab+b%) _a+b
vV < <
e R B

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechazi v rovnost. (Jan Mazak)

. Najdéte vSechna prirozena ¢isla, ktera nejsou délitelna deseti a ktera ve svém dekadickém zapisu
maji nékde vedle sebe dvé nuly, po jejichz vyskrtnuti se ptivodni ¢islo 89krat zmensi.
(Jaromir Simsa)



