59. roénik matematické olympiady

Ulohy klauzurni casti skolniho kola kategorie B

1. Urcete vSsechny hodnoty redlnych parametrt p a ¢, pro néz ma kazdé z rovnic
z(x—p)=3+q, z(x+p)=3-¢

v oboru realnych ¢isel dva rizné koteny, jejichz aritmeticky primér je jednim z kotent
zbylé rovnice.

2. Jsou dany délky odvésen a = |BC|, b = |AC| pravotuhlého trojahelniku ABC, pficem?z
a > b. Ozna¢me D stied prepony AB a E (E # C) prisecik strany BC' s kruznici
opsanou trojuhelniku ADC'. Vypocitejte obsah trojuhelniku EAD.

3. Urcete vSechny dvojice celych kladnych é&isel m a n, pro néz plati 37 + 27™ = n3.

Klauzurni cast skolniho kola kategorie B se kona
ve ¢tvrtek 21. ledna 2010

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potfeby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakim sdéli pred zahajenim soutéze.



59. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti $kolniho kola kategorie B

1. Z Vietovych vztahi pro kofeny kvadratické rovnice (jez mimochodem plynou z roz-
kladu daného kvadratického trojélenu na soucin kofenovych ¢initelt) snadno zjistime, Ze
soucet kofentl prvé rovnice je p, takze jejich aritmeticky primeér je %p. Toto ¢islo méa byt
kofenem druhé rovnice, proto
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Podobné soucet kofenti druhé rovnice je —p, jejich aritmeticky pramér je —%p, a proto
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Porovnanim obou vztaht (1) a (2) médme 3—¢ = 3+ ¢ neboli ¢ =0 a z (1) pak vyjde p = 2
nebo p = —2.

Obé nalezena feseni vedou na tutéz dvojici rovnic z(x —2) = 3, z(z + 2) = 3. Kofeny
prvé z nich jsou c¢isla —1 a 3, jejich aritmeticky primér je 1. Kofeny druhé rovnice jsou
¢isla 1 a —3, jejich aritmeticky primeér je —1.

Za Uplné feseni udélte 6 bodi. Dva body udélte za zjisténi, ze aritmetické prameéry kofent jsou %p a —%p,
jeden bod za soustavu rovnic (1), (2), dva body za jeji vyfeseni a jeden bod za ovéfeni, ze kazda z rovnic
z(x —2) =3, z(z + 2) = 3 ma dva razné redlné koreny.

2. Oznacme c délku prepony AB, takze |AD| = |BD| = %c. Ctytahelnik ADEC je
tétivovy a thel FC'A je pravy, proto i protilehly tthel ADE je pravy (obr.1). Pravothlé
trojuhelniky ABC a E DB maji tihel u vrcholu B spole¢ny, proto AABC ~ AEBD. Odtud
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Obsah pravotuhlého trojuhelniku EAD je tak (s vyuzitim Pythagorovy véty)
1 ¢ be  bc*  bla®+b?)
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Za Uplné feseni udélte 6 bodi, z toho dva body za zjisténi, ze thel ADFE je pravy, jeden bod za podobnost
trojuhelniki ABC a EBD, jeden bod za vypocet délky strany ED a dva body za dopocitani obsahu
trojuhelniku FAD.



3. Rovnici upravime na tvar 37 = n3 — 27™ a rozdil t¥etich mocnin rozlozime na
soucin:
37=(n—3")(n*+n-3™+9™).

Cislo 37 je prvod¢islo a na pravé strané rovnosti je souc¢in dvou celych &isel, pficemz druhy
Cinitel je vétsi nez 1. Proto musi platit

n—3"=1 (3)

n®+n-3"+9™ = 37. (4)

Prom = 2 je n®> +n-3™ +9™ > 92 > 37, takze zbyva jedind moznost m = 1; z (3) potom
plyne n = 1+ 3™ = 4. Zkouskou se presvédéime, ze 37+ 27" = 43, nebo ovéiime, Ze dvojice
m = 1, n = 4 vyhovuje podmince (4).

Za 1iplné feseni udélte 6 bodt, z toho 2 body za tipravu rovnice na tvar 37 = (n — 3™)(n? +n-3™ +9™),

2 body za soustavu rovnic (3), (4), jeden bod za zdtvodnéni rovnosti m = 1 a jeden bod za urceni hodnoty n
a zkousku spravnosti. Za pouhé uhodnuti feSeni nedavejte zadny bod.



