59. roénik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti kolniho kola kategorie C

1. Zvétsime-li ¢itatel i jmenovatel jistého zlomku o 1, dostaneme zlomek o hodnotu 1/20
vétsi. Provedeme-li s vétsim zlomkem stejnou operaci, dostaneme zlomek o hod-
notu 1/12 vétsi, nez byla hodnota zlomku na pocatku. Urcete vSechny t¥i zlomky.

2. Kruznice k(S;6cm) a I(O;4cm) maji vnitini dotyk v bodé B. Urcete délky stran
trojuhelniku ABC, kde bod A je prisecik piimky OB s kruznici k£ a bod C' je priisecik
kruznice k s tecnou z bodu A ke kruznici (.

3. Najdéte vsechny dvojice nezapornych celych &isel a, b, pro néz plati a® 4+b+2 = a+b2.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve ctvrtek 21. ledna 2010

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny c¢istého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zaktum sdéli pred zahajenim soutéze.



59. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti skolniho kola kategorie C

1. Oznaéme a/b pivodni zlomek. Podle zadani plati rovnosti
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ekvivalentni se vztahy
20b(a +1) —20a(b+1) =bb+1) a 12b(a+2)—12a(b+2) =0b(b+2),

které upravime na tvar 195 — 20a = b? a 22b — 24a = b?. Po ode¢teni obou vztahi zjistime,
7e 4a = 3b, coz po dosazeni do druhé rovnosti d4 22b — 18b = b? neboli b? = 4b. Vzhledem
k podmince b # 0 odtud plyne b =4 a a = 3.

Hledané zlomky jsou tedy 3/4, 4/5 a 5/6.

Jiné FesSeni. Oznacme a/b puvodni zlomek. Ze vztahi
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neboli a = 3. Musime se vsak jesté pfesvédcit, ze tloha jiné feSeni nemé. Podminky tlohy
vedou ke vztahtim
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7 podilu jejich levych a pravych stran pak plyne
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¢emuz vyhovuje jediné b = 4.

Poznamka. V tplném feSeni nesmi chybét vylouceni moznosti b # 4. Naptiklad z po-
dobnych rovnosti 1/20 = 30/24 - 25 a 1/12 = 52/24 - 26 bychom mohli hidat, ze b = 24,
coz feSenim neni.

Za uplné a spravné zdivodnéné feseni udélte 6 bodii, z toho nejvyse 3 body za sestaveni a vhodnou tpravu
rovnic (typicky na dvé rovnice o dvou nezndmych s odstranénymi zlomky). Pokud fesitel objevi jako Feseni
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fesitel o néjaké algebraické zdtivodnéni pokusi.



2. Bod dotyku kruznice [ s te¢nou z bodu A ozna¢me D (obr.1). Z vlastnosti te¢ny
ke kruznici plyne, ze thel ADO je pravy. Zaroven je pravy i ihel ACB (Thaletova véta).

Obr. 1

Trojahelniky ABC a AOD jsou tak podobné podle véty uu, nebot se shoduji v tthlech
ACB, ADO a ve spole¢ném tuhlu pfi vrcholu A. Z uvedené podobnosti plyne

|BC| _ |AB] )
|OD|  |AO|

Ze zadanych ¢iselnych hodnot vychézi |OD| = |OB| = 4cm, |OS| = |SB| — |OB| =
=2cm, |OA| =|0S|+|SA| =8cm a |AB| = 12cm. Podle (1) je tedy |BC|:4cm =12:8
a odtud |BC| = 6cm. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik ABC' nakonec zjistime, Ze

|AC| = V122 — 62 cm = 6+/3 cm.

Za uplné a spravné zdivodnéné feseni udélte 6 bodl. Z toho 2 body za obrazek a zdtivodnéni pravych
ahld, 2 body za zdtvodnéni podobnosti trojuhelnikt a sestaveni potfebné rovnice, 2 body za dopocitani
délek stran BC' a AC.

3. Rovnici piepiSeme do tvaru 2 = (b*> — a?) — (b — a), z n&jZ po vyuziti vztahu pro
rozdil ¢tvercii a nésledném vytknuti vyrazu b — a dostaneme 2 = (b—a)(a+b—1). Protoze
2 je prvocislo, mame pro uvedeny soucin nasledujici ¢tyfi moznosti:

a)b—a=1laa+b—1=2 paka=1lab=2.

b)b—a=2aa+b—1=1,paka=0ab=2.

c)b—a=—-1aa+b—1= —2. Druhou rovnici lze pfepsat na tvar a + b = —1, z néjz
vidime, Ze rovnost nenastane pro zadnou dvojici nezapornych celych cisel.
d)b—a = —-2aa+b—1 = —1. Druhou rovnici lze pfepsat na tvar a + b = 0,

z néjz vidime, zZe ji vyhovuje jedind dvojice nezapornych celych ¢isel a = b = 0, kterad vsak
nevyhovuje prvni rovnici.

Zdvér: Uloha mé dvé feseni: Budjea=1ab=2neboa=0ab=2.

Poznamka. Misto rozboru ¢tyf moznosti mizeme zacit iivahou, ze nulova cisla a, b
nejsou reSenim ulohy, takze a + b —1 =2 0, a tedy i b — a = 0. Staci tudiz uvazovat jen
moznosti a) a b).



Jiné FeSeni. Rovnici upravime na tvar 2 = (b> — b) — (a? — a), resp. na tvar 2 =
= b(b—1) — a(a — 1). Z nasledujici tabulky i tvaru ¢isel 22 — x = z(x — 1) je ziejmé, Ze
rozdily mezi sousednimi hodnotami vyrazi z(x — 1) rostou s rostoucim z (snadno se o tom
presvédcime vypoctem: (z + 1)z — z(x — 1) = 2x).

x | 0] 1] 23475
wx—1)] 0 | 0 | 2 | 6 | 12| 20

Miize tedy byt jeding b> —b =2 a a® —a = 0. Odtud a € {0,1} a b = 2. ReSenim tlohy
jsou tedy dvé dvojice nezapornych celych ¢isel: a =0, b=2aa=1, b= 2.
Za uplné a spravné zdavodnéné reseni udélte 6 bodi, z toho jeden bod za vhodnou tpravu rovnice.

V ptipadé prvniho feSeni strhnéte po jednom bodu pii vynechéni nékteré ze situaci a), b) a 1 bod, pokud
fesitel nevylou¢i moznosti c), d).



