59. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Dokazte, Ze rovnice x? + p|x| = gx — 1 s realnymi parametry p, ¢ ma v oboru redlnych
¢isel Gtyfi feseni, prave kdyz plati p + |q| +2 < 0.

. Je dan rovnobéznik ABC'D s tupym thlem ABC'. Na jeho thlopti¢ce AC' v poloroviné
BDC zvolme bod P tak, aby platilo |xBPD| = |<ABC|. Dokazte, ze pfimka CD
je te¢nou ke kruznici opsané trojuhelniku BC P, praveé kdyz usecky AB a BD jsou
shodné.

. Urcete vSechna cela kladna cisla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a m déli 2n — 1.

. V libovolném trojuhelniku ABC oznac¢me O stfed kruznice vepsané, P stfed kruznice
pripsané ke strané BC a D prusecik osy uhlu CAB se stranou BC'. Dokazte, ze plati

2 _ 1 1
|AD|  |AO| = |AP|

(Kruznici pfipsanou ke strané BC' rozumime takovou kruznici, ktera se dotyka jednak
strany BC, jednak obou polopfimek opa¢nych k polopfimkdm BA a C'A.)

Krajské kolo kategorie A se kona
v utery 19. ledna 2010

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého ¢asu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potteby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



59. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie A

1. Ze zadani je patrné, ze ¢islo 0 neni feSenim dané rovnice, at jsou parametry p,
q jakékoliv. Zbavme se proto absolutni hodnoty v rovnici konstatovanim, ze vSechna jeji
feSeni jsou kladné kofeny rovnice

2?4+ pr=qr—1 neboli z*+ (p—q)z+1=0, (1)

spolu se zdpornymi kofeny rovnice

22 —pr=qr—1 neboli z?— (p+q)xr+1=0. (2)

Protoze kazda kvadratickd rovnice ma nejvyse dva kofeny, zkoumand situace celkového
poctu ¢tyt FeSeni nastane, pravé kdyz rovnice (1) bude mit dva rizné kladné kofeny a za-
roven rovnice (2) bude mit dva ruzné zdporné kofeny. Rozborem téchto podminek se nyni
budeme zabyvat.

Piedné je jasné, Ze oba diskriminanty (p — q)? —4 a (p + ¢)? — 4 rovnic (1) a (2) musi
mit kladné hodnoty, coz vede na nutné podminky

p—q)*>4 a (p+q)° >4 (3)

Jsou-li splnény, sta¢i zkoumat otédzku, kdy mensi kofen rovnice (1) je kladny a zaroven
veétsi kofen rovnice (2) zaporny. Podle vzorct pro kofeny kvadratické rovnice to lze zapsat
nerovnostmi

q—p—\/(zp—Q)2—4>0 . p+q+\/(2p+q)2—4<0' (4)

(Znaménka pro mensi, resp. vétsi kofen jsme vybrali na zdkladé toho, Ze jmenovatelé obou
zlomku se rovnaji kladnému ¢islu 2.) Z prvni nerovnosti zapsané v ekvivalentnim tvaru

q—p>(p—q? -4 (5)
plyne ¢ —p > 0, takZe prvni nerovnost v (3) lze zpfesnit na ¢ —p > 2. Pak uz nerovnost (5)

ziejmé plati, nebot
g—p=vVP-9?>V—q? -4

Tak jsme ukézali, Ze rovnice (1) mé dva ruzné kladné kotfeny, pravé kdyz plati ¢ — p > 2,
coz je prvni z podminek

p—q+2<0, p+qg+2<0. (6)

Stejnym postupem ovéfime, Ze druhd podminka v (6) vyjadfuje existenci dvou rtznych
zapornych kofent rovnice (2). Sta¢i upravit druhou nerovnost z (4) do tvaru

(p+q2—4<—(p+q) (odkud plyne p + ¢ < 0)



a pro zaporné ¢islo p + g tak ziskat kone¢nou podminku ve tvaru p + ¢ < —2, coz je druha
z nerovnosti (6), které tak pfesné vymezuji zkoumanou situaci.
K dokonceni celého feseni zbyva zdtvodnit ekvivalenci

(p—q+2<0ANp+qg+2<0) & p+lg+2<0.
To je snadné, protoZe ze zfejmé rovnosti |¢| = max{—gq, ¢} plyne
p+lgl+2=max{p—q+2,p+q+2}

a maximum ze dvou readlnych ¢isel je zaporné, pravé kdyz jsou obé€ zaporna.

Jiné Feseni. Nejprve postupujme shodné s ptuvodnim feSenim aZ do odvozeni nerov-
nosti (3), které, pfipomenime, zarucuji existenci dvou rtznych realnych kofenii rovnice (1),
resp. rovnice (2). Oznacime je po fadé x1 2 a x3 4 a zapiSeme jejich vztah ke koeficientim
rovnic, vyjadfeny znamymi Vietovymi vzorci

r14+22o=—(p—q), x122 =1, z3+ x4 =p+q, T304 = 1. (7)

Z rovnosti 122 = 1 plyne, Ze kofeny z; 2 maji stejné znaménko. Jsou tedy kladné, pravé
kdyz je kladny jejich soucet, ktery je ovSem podle prvni rovnosti v (7) roven —(p — q).
Ziskanou nerovnost p—q < 0 lze spolu s podminkou (p—q)? > 4 vyjadiit jedinou nerovnosti
p—q < —2 (neboli p — ¢+ 2 < 0), kterd je tudiz kritériem toho, kdy rovnice (1) mé dva
ruzné kladné kofeny. Podobné pro existenci dvou zapornych kotfent rovnice (2) dostaneme
kritérium p+q+2 < 0. Zavérecny prevod obou nerovnosti na jednu ekvivalentni nerovnost
s absolutni hodnotou zdtvodnime stejné jako v ptivodnim feSeni.

Jiné reseni. Stejné jako v predchozich postupech prejdeme k rovnicim (1) a (2), které
jsou obé téhoz typu 22 +rz +1 = 0. Existenci dvou riiznych kladnych ¢& zapornych kofenti
takové rovnice nyni posoudime tivahou o piislusné kvadratické funkci f(x) = 22 +ra +1
s parametrem r, jejimz grafem je parabola rozeviena vzhiru. Proto ma funkce f dva riizné
nulové body, feknéme u a v, pravé kdyz méa alespon jednu zapornou hodnotu, navic takové
hodnoty se nabyvaji pravé v bodech, které lezi mezi u a v. VSimnéme si jesté, ze bez ohledu
na hodnotu parametru r pro ptipadné nulové body u, v funkce f plati uv = f(0) = 1, takze
to jsou dvé navzdjem prevracend cisla, jez jsou zaroven kladné ¢i zdroven zdpornéa. Jsou
tedy obé kladné (resp. zdpornd), pravé kdyZ mezi nimi lezi ¢islo 1 (resp. ¢islo —1). Pro
prvni pfipad tak dostavame jedinou podminku f(1) < 0 (neboli 2 + r < 0), pro druhy
pfipad jedinou podminku f(—1) < 0 (neboli 2 — r < 0). Zbyva dodat, Ze v rovnici (1) je
r =p—qa v rovnici (2) je r = —(p + q), takze znovu dostavame dvojici nerovnosti (6).

Za 1uplné FeSeni je 6 bodd, z toho 1 bod za pfechod od podminek (6) k podmince s absolutni hodnotou
(¢i naopak). P¥i netplnych feSenich udélte 2 body za odvozeni podminek (3) na diskriminanty rovnic
(1), (2) a 1 bod za vypis nerovnosti (4) ¢i Vietovych vzorci (7). Je-li uplné posouzena pouze nutnost ¢i
postacitelnost zadané podminky z divodu, ze ziejmé ekvivalence jsou feSitelem formulovany pouze jako
implikace, udélte nejvyse 5 bodu.



2. Pro lepsi prehlednost zminme tvodem ziejmé vlastnosti obecného rovnobézniku
ABCD, které v feseni vyuzijeme: soucet thli BAD a ABC' je thel pfimy, zatimco thly
DAC a ACB jsou shodné, stejné jako strany AB a C'D.

Podle zadani ulohy primka BD oddéluje body A a P, pficemz plati

|XBAD| + |<BPD| = |xBAD| + |xABC| = 180°,

¢tyfuhelniku ABPD lze tudiz opsat kruznici (obr.1). V ni jsou proto shodné obvodové
uhly DBP a DAP, z ¢ehoz vyplyva

|xDBP| = |¥DAP| = |xDAC| = |xACB| = |xBCP|.

Obr.1

Protoze ptimka BP oddéluje body C a D, lze uplatnit vétu o obvodovém a tsekovém
uhlu pro tétivu B P kruznice k opsané trojuhelniku BC'P: Z odvozené shodnosti uhla BC' P
a DBP vyplyva, ze pfimka BD je tecnou ke kruznici k£ (s bodem dotyku B). Po tomto
zjisténi jiz snadno dokazeme obé pozadované implikace.

(i) Je-li pfimka C'D tecnou ke kruznici k, ze symetrie obou te¢en C'D a BD plyne
|CD| = |BD| neboli |AB| = |BD|.

(ii) Plati-li naopak |AB| = |BD| neboli |CD| = |BD|, lezi bod D na ose tétivy BC
kruznice k, takze jeji tecnou je nejen piimka BD, ale i soumérné sdruzena piimka CD.
Za uplné feseni je 6 bodi, z toho 2 body za objev tétivového ctyiahelniku ABPD, 2 body za zduvodnéni,
ze pfimka C'D je te¢nou kruznice k a po 1 bodu za jednotlivé implikace (i) a (ii). Pat¥iéné polohy bodd pro

zaveéry o obvodovych, piip. tsekovych thlech jsou ze zadani Glohy natolik zfejmé, ze absenci jejich popisu
v zadkovskych fesenich nepenalizujte.

3. Hledame pravé ty dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pro néz existuji cela kladna
¢isla k a [ takova, ze

2m—1=kn a 2n-—1=Im. (1)



Pohlédnéme na ¢isla k, | jako na parametry a feSme soustavu linearnich rovnic (1) pro
neznamé m, n. Kdyz napriklad k dvojnasobku prvni rovnice pficteme k-nésobek druhé
rovnice, eliminujeme tim nezndmou n a po upravé dostaneme prvni z rovnic

A—Kklm=k+2 a (4—kl)n=10+2; (2)

druhou rovnici ziskdme analogicky. Protoze pravé strany rovnic (2) jsou kladné, plyne
z tvaru levych stran podminka 4 — kI > 0 neboli kl < 4. To je pro celd kladna ¢isla k, [
natolik omezujici, Ze jednotlivé mozné piipady kil = 1, kl = 2 a kl = 3 snadno postupné
rozebereme.

V ptipadé kIl = 1 musi byt £ =1 = 1 a z rovnic (2), které piejdou do tvaru 3m = 3
a 3n = 3, nachdzime prvni vyhovujici dvojici m =n = 1.

Piipad kl = 2 viibec rozebirat nemusime, protoze podle levych stran rovnic (1) vidime,
ze Cisla k, [, m, n z pravych stran musi byt (v kazdém, nejen v tomto ptipadé) licha.

V piipadé kIl = 3 je nutné {k,l} = {1, 3}, coz po dosazeni do rovnic (2) dava feseni
m =5 an = 3, nebo naopak m =3 an =5.

Zdvér. Vsechny hledané dvojice (m,n) jsou (1,1), (3,5) a (5, 3).

Jina reseni. Nerovnostni ivahy vedouci k iplnému vyfteseni illohy miZzeme riznymi
zpusoby obmeénovat. Podivejme se tedy, jakymi cestami se 1ze od vychozich predpokladi
m|2n—1an|2m — 1 ubirat.

Proni postup. Kdyby neplatilo m = 2n — 1 ani n = 2m — 1, byla by ¢isla 2n — 1
a 2m — 1 alespon dvojnasobky po fadé ¢isel m a n, tudiz by platily nerovnosti 2n —1 = 2m
a 2m — 1 = 2n. Ty se vSak navzajem vylucuji, nebot znamenaji 2n > 2m, resp. 2m > 2n.
Proto musi platit aspon jedna z rovnosti m =2n —1 ¢in =2m — 1. Je-li m = 2n — 1, pak
2m —1 = 4n — 3 a zbyla podminka n | 2m — 1 tak pfechazi do tvaru n | 4n — 3 neboli n | 3.
To splnuji pouze cisla n =1 a n = 3, kterym podle vzorce m = 2n — 1 odpovidaji po radé
hodnoty m = 1 a m = 5. Druhy pripad, kdy n = 2m — 1, se od prvniho lisi jen zaménou
roli m a n, takze pri ném dostaneme jesté tieti vyhovujici dvojici m =3 a n = 5.

Druhy postup. S ohledem na symetrii mizeme predpokladat, ze plati m < n, z ¢ehoz
plyne 2m — 1 < 2n — 1 < 2n. Cislo 2m — 1 je tak nasobkem ¢isla n mensim nez 2n, musi
to tudiz byt samo cislo n. Tak jsme odvodili rovnost 2m — 1 = n. Zbytek tvah je uz stejny
jako pfi prvnim postupu.

Treti postup. VSimnéme si, ze cislo 2m + 2n — 1 je délitelné kazdym z obou cisel m
a n, kterd jsou navic nesoudélnd, nebot napt. ¢islo m je délitel ¢isla 2n — 1, jez je s ¢islem n
ziejmé nesoudélné. Proto je ¢islo 2m+2n—1 délitelné i souc¢inem mn, takze plati nerovnost
mn < 2m—+2n—1 neboli (m—2)(n—2) < 3. Odtud vyplyva, ze obé ¢isla m, n nemohou byt
vétsi nez 3; s ohledem na symetrii rozebereme pouze pripad m < 3. Pro m = 1 z podminky
n | 2m — 1 plyne n = 1, pro m = 2 je podminka m | 2n — 1 nesplnitelnd, pro m = 3 mame
podminky 3 | 2n — 1 a n | 5, které spliiuje jediné n = 5.
Za plné feseni je 6 bodl. Za rtizné nerovnostni tvahy udélte 1 az 4 body, napt. 1 bod za rozliseni pfipad
m < nan < m, 2 body za G¢inné uziti implikace (a # bAa | b) = b 2 2a, 4 body za dikaz poznatku,

ze nastane aspon jedna z rovnosti m = 2n — 1, n = 2m — 1. Pokud fesitel objevi vSechny t#i vyhovujici
trojice, avSak nedokaze, ze jina feseni neexistuji, udélte 1 bod.



4. Oznac¢me obvyklym zptisobem délky stran a velikosti vnitinich hld trojuhelniku
ABC'. Pro poloméry o, o, kruznice vepsané, resp. pripsané strané BC' trojihelniku ABC
o obsahu S plati znamé vzorce

25 25
T aTb+e Y T hye—a
(K jejich odvozeni staci uvazit rovnosti S = Spco + Sapo + Saco, resp. S = Sacp +
+ Sapp — Spcp a uvazit, ze o, resp. o, je spolecéna vyska zastoupené trojice trojuhelniki
ke stranam puvodniho trojihelniku.)

Protoze sttedy O, P lezi na ose vnitiniho thlu BAC, jsou p, 9, odvésnami proti-
lehlymi k dhlu %a pravouhlych trojuhelnikti s pfeponami AQO, resp. AP (obr.2), takze
plati 0 = |[AO|sina a g, = |AP|sin £a. Dohromady dostdvdme vyjadreni pravé strany
dokazované rovnosti ve tvaru

1 1

1 L 1 _sin§a+sin§a
|AO] ~ |AP| o 0a
:((a-l—b-i—c)-l—(b—l—c—a))sin%oz:(b+c)sin%a
28 S '

Qa

A T B U
Obr. 2

Na druhé strané je obsah S souctem obsahii trojuhelnikt ABD a ACD, které vyjad-
fime pomoci délek jejich stran z vrcholu A a sinu jimi sevieného (shodného) thlu %oz:

c|AD|sin fa N b|AD|sin ;o _ (b+¢)|AD| sin 3

S=S5 S = -
ABD +9AcCD 3 5 3

Odtud snadno obdrzime vyjadfeni

2 (b+c)sin so
|AD| — S '



Vidime, ze obé strany dokazované rovnosti maji stejnou hodnotu. Tim je cely diikaz hotov.
Dodejme, ze diky vzorci S = %bc sina = besin %a cos %a lze ziskany vysledek zapsat ve
tvaru

2 1 1 b+c

[AD] ~ [A0] " TAP| ~ becosla’

Jiné FeSeni. VyuZijeme rovnosti |AT| = 1(b+c—a) a |AU| = 1(a+ b+ c) pro body
T, U dotyku poloptimky AB s vepsanou, resp. pripsanou kruznici.! Vzhledem k rovnostem
|AT| = |AO| cos s a |AU| = |AP|cos 2 dostaneme nasledujici vyjadieni pravé strany
dokazované rovnosti:

1 1 |AO|+|AP] 1  |AT|+|AU| 1
|AO| * |AP| |AP] |AO| |AU| |AO|
b+c 1 2(b+c¢) 1

" La+b+e) |AO]  a+b+c [AO[
Vidime, ze k dokonceni diikazu pozadované rovnosti staci ukazat, ze

|AD|  a+b+c
|AO| ~ b+

7Z vlastnosti osy thlu vsak vime, Ze bod D déli stranu BC' v poméru délek stran AB a AC,
tedy |BD|/|DC| = ¢/b, takze |CD| = ab/(b+ c). Podobné ovsem bod O osy thlu ACD
déli protéjsi stranu AD trojihelniku AC'D v poméru

|AO| |AC| b bHc
OD] ~|CD] ~ ab T a
b+c
Odtud
|AD|:|AO|+|OD|:1+ a _atb+c
|AO| |AO| b+c b+c

Jiné reseni. Uvedeme trigonometricky postup zaloZeny na uziti sinové véty v troj-
tthelnicich ABO, ABD a ABP.? Je zfejmé, ze tyto trojuhelniky maji u vrcholu B po fadé
uhly %ﬁ, 6 a 90° + %ﬁ, zatimco u vrcholi O, D, P maji po fadé thly 90° + %7, v+ %a
a %7. Proto sinova véta prinasi rovnosti

|AB| _ cos iy |AB] _ sin(y + 1a)  |AB] _ sin R
|AO| — sinip’ [AD|  sinf 7 |AP| cosip’

1 Tyto rovnosti jsou dobfe zndmé a snadno plynou z rovnosti délek useki te¢en od vrcholt trojuhelniku
k bodtim dotyku s pfislusnou kruznici.

2 Se stejnym tspéchem lze vyuzit i trojici trojuhelniki ACO, ACD a ACP.



kdyz jsme dvakrat vyuzili vzorec sin(90° + §) = cos . Po dosazeni do dokazované rovnosti
tak dochazime k ekvivalentni tiloze dokazat pro vnit¥ni tihly libovolného trojuhelniku ABC

rovnost
2sin(y+ 1a) cos3y  singy

. - . 1 1 *
sin 3 sing3  cos 33
Po uplatnéni vzorce sin § = 2sin %ﬂ cos %ﬂ a nasledném vynéasobeni obou stran nenu-
lovym vyrazem sin %ﬁ oS % [ prechazime k tkolu ovétit jednodussi rovnost

. ( +1 ) 1 1B+_ 1 . 13
S1n —Q )] = COS —7Y - COS — Sin —-y - S1in — 0.
Ty 915 g Sy

To je uz docela snadné: vyraz napravo je totiz roven cos(% 06— %7) a rovnost typu sind =
= cos ¢ je zarucena, plati-li 64+ = 90°. V nasem prtipadé je ovSem § = ’y-l—%a ac= %B— %’y,
tudiz
1 1 o

(a+B8+7)=90

1 1
5 - - TR A — =
+e=vy+ oz+2ﬁ 27 5

2
a cely dtkaz je tak hotov.

Jiné FeSeni. Polozme z = |AO|, y = |OD| a z = |DP| a podle obr. 3 ozna¢me body
dotyku T', U, V, W vepsané a pfipsané kruznice s pfimkami AB, BC. Podle véty uu plati

Qa

A T B U
Obr. 3
ANAOT ~ ANAPU a ADOV ~ ADPW  pritom v obou ptipadech je koeficient podobnosti
roven pomeéru polomeért obou kruznic. Odtud plyne pro pfepony zminénych ¢tyt trojuhel-
nikdl tmeéra’ . Y
— -t (1)
rT+y+=z z
Protoze z +y + z > z, a tedy rovnéz x > y, uvedenym dvéma zlomkim se rovna i tieti
zlomek sestaveny z (kladnych) rozdili ¢itateld a jmenovatelt. Plati tedy
T r—y =y 2x

= —1.
r+y+z (x+y+2)—2 zxz+y x4y

3 Jeji platnost je zaruCena i v ptipadé D =V = W, kdy druhy par podobnych trojuhelnikii degeneruje
na dvojici tsecek — polomért zkoumanych kruznic.



Odtud po vydéleni kladnou hodnotou z dostaneme

1 2 1

r+y+z xT+y =

a po prevodu druhého zlomku z pravé strany na levou jiz obdrzime dokazovanou rovnost,

nebot
1 1 2 2 1 1

= 5 = a _ = —
x+y+z |AP|" x4y |AD| x  |AO|

Jiné reseni. Obé kruznice jsou stejnolehlé podle stfedi A i D. Obé stejnolehlosti
maji az na znaménko stejné koeficienty a zobrazuji bod O na bod P (obr.4). Odtud

|IDP|  |AP|
|DO| — |AO|

|AP| - |AD| |AP|

li - .
neboli |AD| — |AO| ~ |AO]

Upravou posledni rovnosti dostavame 2|AP||AO| = |AD|(|AP| + |AO|) a po vydéleni
nenulovym soucinem |AP||AO||AD| vyjde vztah, ktery jsme chtéli dokézat.

Obr. 4

Za Gplné feseni je 6 bodd. Znamé vzorce pro délky tsek stran k bodim dotyku vepsané a pripsané kruznice
stejné jako vzorce pro jejich poloméry neni tfeba dokazovat. Za vyjadreni jednotlivych délek |AD|, |AO|,
|AP| pomoci obsahu S, délek b, ¢ a hodnoty sin %a udélte po 1 bodu; stejné tak pfi jiném postupu udélte
po 1 bodu za jednotliva vyjadfeni ze sinové véty pomoci vnitinich thla «, 3, v a jedné ze stran b, c. (Takové
zisky ov8em nelze séitat, zkousi-li Fesitel soudasné oba postupy.)



