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1. Urcete vsechny dvojice celych kladnych cisel a a b, pro néz plati
4% + 4a® +4 = b,

(Martin Panak)

Reseni. Z rovnice plyne, ze b? je sudé ¢islo vétsi nez 4%, tudiz b je sudé &islo vétsi nez
sudé ¢islo 2%. Musi proto platit b = 2% + 2, odkud

4° 4 4a® +4 =12 (2°4+2)2 =47+ 4-2° + 4.

Porovnanim krajnich vyrazti dostaneme a? > 2%, coz znamena, ze a < 4. DokaZeme
totiz indukci, Ze opac¢ni nerovnost a? < 2% plati pro kazdé celé a = 5. Pro a = 5
je to tak (25 < 32); plati-li > < 2% pro nékteré a = 5, pak po vynasobeni dvéma
dostaneme 2a? < 29%1 takZe kyZena nerovnost (a+1)? < 29*! je diisledkem nerovnosti
(a+1)% < 2a?, ktera je ziejm4, nebot je ekvivalentni s nerovnosti 1 < a(a — 2), jez plati
trividlné, at je a = 5 jakékoliv. Tim je dikaz indukci hotov.

Ukéazali jsme, ze v kazdé hledané dvojici (a,b) musi platit a < 4. Postupnym dosa-
zenim hodnot a = 1,2, 3,4 do rovnice 4% 4 4a® + 4 = b? zjistime, ze tloha ma pravé dvé
feSeni, a to (a,b) = (2,6) a (a,b) = (4, 18).

2. Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zasahlo 19 strel. Dokazte, Ze vzdalenost nékterych
dvou zdsaht je mensi neZ 7cm. (Vojtech Balint, Jaromir Simsa)

Reseni. Oznac¢me r = 4v/3cm a cely ter¢ o daném poloméru rv/3 rozdé&lme na 18 &asti.
Prvnich Sest ¢asti budou shodné vysece o stfedovém thlu 60° v kruhu o poloméru r
uprostied terce. Zbylé mezikruzi rozdélime na 12 shodnych ,mezivyseci“ o stfedovém
thlu 30° (obr.1).

Obr. 1

Oznacme podle obrazku S stfed terce a A, B, C' vrcholy jedné ze zminénych
mezivyseci. Protoze kruznice ohranic¢ujici tyto ¢asti maji poloméry r a rv/3 a protoze
cos 30° = %\/3, je ziejmé trojuhelnik SAC rovnoramenny, takze |AC| = r; navic je
AC nejdelsi stranou v trojuhelniku ABC, ktery ma vnitini thly 45°, 75° a 60°. Proto
je maximalni vzdalenost dvou bodu jedné mezivysece rovna r stejné jako maximalni
vzdalenost dvou bodt kazdé ze 6 vyseci stfedového kruhu o poloméru r. Podle Dirichle-
tova principu nékteré dva z 19 zasaht lezi ve stejné z 18 vytvorenych casti, takze jejich
vzdalenost je nejvyse r. Diikaz je hotov, protoze plati 4v/3 < 7 (& 48 < 49).
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Pozndmka. Uvazujme tvrzeni: Je-li v kruhu o poloméru /3 vybrano N bodi, je
vzdalenost nékterych dvou z nich nejvyse r. Kdybychom chtéli takové tvrzeni dokazat
porovnanim souc¢tu obsahtt N shodnych kruht o primeéru r s obsahem kruhu o priméru
r(l + 2\/3), podafi se nam to, pravé kdyz bude platit

2 2(1+2v3)°
N~%>W( Z V3" eboli N > 13 +4v/3 = 19.9.

V situaci dané tulohy, kdy je odhad r vzdalenosti dvou bodi zaménén vétsi hodnotou

7
r1 =1 - ——=, ma podobna podminka tvar
1 13 p p

T[_T% . n(rl +2r\/§)2

N
4 4

) 24N\2
,  po dosazeni N > (1 + 7) =19,6.

Proto nelze takto jednoduchym postupem k feseni tlohy dospét.

3. Rumburak unesl na svij hrad 31 clentu strany A, 28 cleni strany B, 23 cleni
strany C, 19 clenu strany D a kaZdého zavrel do samostatné kobky. Po prdci se
obcas mohli prochdzet po dvore a povidat si. Jakmile si spolu zacali povidat tri cle-
nové tri riznych stran, Rumburak je za trest preregistroval do ¢turté strany. (Nikdy
si spolu nepovidali vice nez t¥i unesent.)

a) Mohlo se stat, Ze po urcitém case byli vsichni uneseni cleny jedné strany?
Ktere?

b) Urcete viechny ctverice celych kladnych cisel, jejichz soucet je 101 a které jako
pocty unesenych clent ctyr stran umoznugi, aby se Rumburakovou péeci casem
vsichni stali cleny jedné strany. (Vojtech Balint, Jaromir Simsa)

Reseni. a) Oznacme a, b, ¢, d (proménné) poéty unesenych élent stran A, B, C, D.
Pocatecni ¢tvetice (a, b, ¢, d) = (31, 28,23, 19) je podle parity ¢isel typu (I, s,1,1), kde [,
s oznacuje liché, resp. sudé cislo. Protoze pri kazdé preregistraci se parita vsech c¢isel a,
b, ¢, d zméni (tii z nich se totiz zmensi o 1 a ¢tvrté zvétsi o 3), étvefice typu (I, s,1,1)
prejde ve Ctvefici (s,1,s,s) a ta pak zase zpét ve Ctvefici (I, s,,1). Dostaneme-li tedy
nakonec ¢tverici se tfemi nulami, musi byt tato ¢tverice typu (s,l, s, s), takze vSichni
uneseni tehdy budou ¢leny strany B.

Nasledujici tabulka zmén hodnot a, b, ¢, d ukazuje, ze se vSichni uneseni mohou
opravdu stat ¢leny strany B:

a: 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 ... O
b: 28 27 26 25 24 23 26 29 32 35 ... 101
c: 23 22 25 24 27 26 25 24 23 22 ... O
d: 19 22 21 24 23 26 25 24 23 22 ... O

b) Ukazeme, ze hledané ¢tvetice (a, b, ¢, d) jsou pravée ty, ve kterych nékterd tri cisla
davagji pri délent ctyrmi stejny zbytek.
Z rovnosti a + b+ ¢+ d = 101 plyne, zZe tii z cisel a, b, ¢, d maji stejnou paritu
a ¢tvrté paritu opac¢nou. S ohledem na symetrii hledejme vychozi étvetice (a, b, ¢, d) za
predpokladu
a=b=c#d (mod 2)

a podle TeSeni ¢asti a) zkoumejme, kdy se vSichni ¢lenové mohou stat ¢leny strany D.
Z toho, jak se méni poéty a, b, ¢, d pti kazdé preregistraci (t¥i se zmensi o 1 a jedno
zvétsi o 3), plyne, ze rozdily a — b, a — ¢, b — ¢ neméni své zbytky pii déleni ¢tyfmi.
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Ma4-li nakonec platit a = b = ¢ = 0, musi byt uvedené tti rozdily uz na pocatku délitelné
¢tyfmi, takze vychozi pocty a, b, ¢ musi spliiovat podminku

a=b=c (mod 4). (1)

Ukazme, Ze podminka (1) je pro splnéni kyZeného cile a = b = ¢ = 0 i postacu-
jici. Zfejmé staci ukazat, ze vychozi ¢tvefici (a,b,c,d) spliiujici podminku (1) lze po
nékolika krocich zménit na étvefici typu (e, e, e, f), pak uz totiz staci opakovat apravu
(e,e,e, f)— (e—1l,e—1,e—1,f+3).

Méjme tedy ¢tvefici celych kladnych ¢isel (a, b, ¢, d) se souctem 101, ktera spliiuje
podminku (1), a pfedpoklddejme, Ze jesté neplati a = b = c¢. Ukazme, jak v tomto
ptipadé povolenymi kroky zvétsit hodnotu d (o 1 nebo 2). Protoze vidy d < 101, lze
takové zvétseni zopakovat jen nékolikrat, pak jiz dosdhneme vytceného cile.

Proceduru zvétSeni d jisté staci popsat v pfipadé, kdy a = b =2 ¢ a a > ¢, tedy
a — ¢ 2 4 diky podmince (1).! Poradme Rumburakovi dvojici krokt

(a,b,c,d) = (a—1,b—1,¢+3,d—1) = (a—2,b—2,¢+2,d+2),
ktera zvysuje hodnotu d o 2. Tuto dvojici krokii nelze provést pouze v pripadé b = 1,
kdy ovSem z (1) a nerovnosti b = ¢ plyne rovnéz ¢ = 1. Na takovou ¢tvefici (a, 1,1, d),

kde a 2 5 a d 2 2 (nemtze byt jesté d = 1, protoze d ma odlisnou paritu), pouzije
Rumburak trojici krokt

(a,1,1,d) = (a —1,4,0,d— 1) — (a — 2,3,3,d— 2) — (a — 3,2,2,d+ 1),

ktera zvysuje hodnotu d o 1.
Tvrzeni o tvaru vSech vyhovujicich ¢tvefic z prvni véty feseni b) je dokazano.

4. Je dana kruznice k s tetivou AC, jeZ neni prumérem. Na jeji tecné vedené bodem A
zvolime bod X # A a oznacime D prisecik kruznice k s vnitrkem usecky X C' (pokud
existuje). Trojuhelnik ACD doplnime na lichobéinik ABC'D wvepsany kruznici k.
Urcete mnozinu priuseciku primek BC a AD odpovidagicich vsem takovym licho-
béznikam. (Pavel Leischner)

ResSeni. Budeme déle uvazovat jen takové lichobé&zniky ABCD, ve kterych plati
AB || CD, u ostatnich prusecik (rovnobéznych) pfimek BC' a AD neexistuje.

Ozna¢me O stfed kruznice k, E prusecik jejich tecen vedenych body A, C (obr. 2).
Jak vime, body A, C lezi na Thaletové kruznici 7 nad primérem OF a jsou podle
tohoto priumeéru soumeérné sdruzeny. Spole¢nou velikost ostrych uhla pii zadkladné AC
rovnoramenného trojuhelniku ACFE ozna¢me . Koneéné vnitiky kratsiho a delsiho
oblouku AC' kruznice k ozna¢me ki, resp. ks.

a) Zvolme na tecné AFE libovolny bod X, X # A. KruZnice k zfejmé protne tsec-
ku X C ve vnitinim bodé D, pravé kdyz bod X je bud vnitfnim bodem tsec¢ky AFE, anebo
vnitfnim bodem poloptfimky opa¢né k polopfimce AE. Oba piipady (obr. 2 a obr. 3) nyni
posoudime samostatné.

V prvnim pripadé plati D € k1 a B € ks, takze podle véty o tisekovém thlu je tihel
ABC roven ostrému thlu ¢. Stejnou velikost m4 i ithel BAD, protoze kazdy tétivovy
lichobéznik je rovnoramenny. Bod Y, prisecik riznobéznych poloptimek BC a AD, tedy
lezi v poloroviné ACE. Z rovnoramennych trojuhelniki ABY a ACE proto plyne, Ze

1 Zduraznéme, ze nevylucujeme rovnost ¢ = 0. Ke ¢&tvefici s nulovym prvkem nas totiz dovede
v dalsi vété popsand dvojice kroku v pripadé, kdy b = 2.
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Obr. 2 Obr. 3

uhly AYC a AEC jsou shodné (maji velikost t — 2¢). Podle véty o obvodovém thlu
lezi bod Y na oblouku AEC kruznice 7, presnéji uvniti kratsiho z jejich oblouka C'F,
nebot polopiimka AD lezi v thlu CAE.

Ve druhém pripadé je iivaha analogickd a zapiseme ji strucné: D € ko, B € kq,
| ADC| = ¢ = |<BCD|, pruse¢ik Y rtuznobéznych poloptimek CB a DA lezi v polo-
roviné ACE, a protoze |$xAY C| = |<XAEC|, lezi bod Y na kruznici 7, a to uvnitf jejiho
kratsiho oblouku AFE.

b) Ukazeme nyni, Ze naopak kazdy vnitini bod Y kratsich oblouki CE a AE kruz-
nice 7 je prusecikem primek BC' a AD nékterého z uvazovanych lichobéznikit ABCD.
Opét rozlisime dva pripady podle toho, na kterém z obou oblouki bod Y lezi.

Je-1i Y vnit¥ni bod oblouku C'F, 1ze ziejmé sestrojit body D € ki a B € ko tak, aby
body A, D, Y resp. B, C,Y lezely v uvedeném poradi v piimce. Z D € k; plyne existence
pruseciku X poloptimky C'D s vnitikem tsecky AE (bod D pak odpovida bodu X podle
konstrukce ze zadani tlohy). Zbyva objasnit, pro¢ AB || CD. Protoze body O a Y lezi
na ruznych obloucich AC kruznice 7 a pfitom |AO| = |CO|, je polopfimka YO osou
thlu AY C, takze piimky A(D)Y a B(C)Y jsou soumérné sdruzené podle piimky Y O,
kterd je (trividlné) osou soumérnosti kruznice k, nebot prochdzi jejim stiedem. Proto
podle této osy musi byt soumérné sdruzeny i pruseciky obou zminénych pfimek A(D)Y
a B(C)Y s kruznici k, tedy (diky uréenému potadi bodu) jednak body A a B, jednak
body D a C. Obé tsecky AB a C'D jsou proto kolmé na pfimku OY, a jsou tudiz
rovnobézné.

Je-1i Y vnitini bod oblouku AFE, sestrojime body D € ks a B € k; tak, aby v pfimce
lezely body v poradi D, A, Y, resp. C, B, Y. Polopfimka C'D protne pifimku AE v potieb-
ném bodé X (protoze D # A, bude jisté X # A), pokud plati |<AEC|+ |<ECD| < r.
To ovérime tak, ze uzijeme vétu o obvodovém a tsekovém thlu v kruznici k, podle
které |XECD| = n — |xCAD| = |xCAY|, a protoze |<AEC| = |<AY (]|, je soucet
| AEC|+ |<ECD]| roven sou¢tu dvou thli v trojuhelniku ACY. Ze sdruzenosti piimek
D(A)Y a C(B)Y podle osy OY uhlu AYC pak opét plyne pozadovani rovnobéznost
AB || CD.

Zdvér. Hledanou mnozinou je sjednoceni vnittkt kratsich obloukd CF a AE Tha-
letovy kruznice 7.



5. Na tabuli jsou napsana cisla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli néktera
dve cisla, jejichZ soucin je druhou mocninou prirozeného cisla, obé zvolend cisla
smazeme a na tabuli napiseme druhou odmocninu z jejich soucinu. Takto pokracu-
jeme, aZ na tabuli zustanou jen takova cisla, Ze soucin Zddnych dvou z nich nent
druhou mocninou. (V jednom kroku miZeme smazat i dvé stejnd ¢isla a nahradit
je tymz cislem.) Dokazte, Ze na tabuli zistane aspori 16 cisel. (Peter Novotny)

ReSeni. V jednom kroku nahrazujeme dvé &isla a, b jednim pfirozenym ¢&islem vab.
Protoze pro libovolnd a < b plati a < Vab < b, je zFejmé, 7e na tabuli budou stale
zapsana pouze Cisla z mnoziny M = {1,2,...,33}. Je-li pfitom ¢islo a prvocislem nebo
soucinem né€kolika rtznych prvocisel, musi tato prvocisla byt obsazena i v rozkladu
&isla Vab, takze vab = ka neboli b = k?a pro nékteré pfirozené k. Je-li k = 1, musi byt
¢islo a na tabuli zapsano vicekrat. Je-li k = 2, a tedy b = k?a = 4a, musi platit 4a < 33,
a proto z b = k%a € M plyne i 4a € M. Na tabuli tudiz zfistanou az do konce jednak
vSechna prvocisla, kterd déli praveé jedno z ¢isel mnoziny M, jednak vSechna ta a € M,
ktera jsou soucinem nékolika rtznych prvocisel a zaroven spliuji podminku 4a > 33
neboli a = 9. V souhrnu jde celkem o 15 nesmazatelnych ¢isel

10,11, 13,14, 15,17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30, 31, 33.

Ukézeme, Ze kromé nich bude na tabuli vzdy zastoupeno aspoil jedno z ¢isel mnoziny
S ={6,12, 18,24} (na zacatku tam jsou vSechna). Zvolime-li v jednom kroku ¢isla a a b,
kde nap¥. a € S, a nahradime je ¢islem n = vab, musi byt i ¢islo n ndsobkem Sesti,
ktery diky odhadiim a < 24 a b < 33 spliiuje nerovnost n < /24 - 33 = 61/22 < 30,
takze bude platit n € S. Na tabuli po libovolném poctu kroku tudiz ztstane 15 vyse
zapsanych ¢isel a aspon jedno ¢islo z S, tedy alespon 16 ¢isel, jak jsme méli dokazat.
Poznamka. Poctu 16 cisel na tabuli 1ze napriklad doséhnout 17 kroky, popsanymi
nize tak, ze mazana cisla v kazdém radku jsou Seda, zatimco nové vzniklé ¢islo je pripsano
na konci dalsiho radku:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,7,29,30,31,32,33;
1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,11,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33, 1 1;
1,2,3,4,,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,29,30,31,32,33,14;
1,2,3,1,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,75,26,27,29,30,31,32,33,14, 10;
1,2,3,6,8,9,10,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14, 1 0,10;
1,2,3,6,8,9,11,12,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,27,29,30,31,32,33,14, 10,1 0;
1,2,3,6,8,9,11,17,13,15,16,17,18,19,21,22,23,24,26,7,29,30,31,32,33,14,10;
1,2,3,6,8,9,11,13,15,16,17,18,19,21,22,23,21,26,29,30,31,32,33,14,10,18;
1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,12,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,1 £,12;
1,2,3,8,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,32,33,14,10,12,1 &;
1,3,4,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,,33,14,10,12,6;
1,3,9,11,13,15,16,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6, 1 ;
,3,9,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,12,6, 1 ;
19,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10, 1 2,6,4;
,11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6,/,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,¢,,6;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,0,0;
11,13,15,17,19,21,22,23,26,29,30,31,33,14,10,6.



6. Najdéte minimum vyrazu

at+b+c  [a,b]+[b,c]+cd]
2 a+b+c

Y

kde proménné a, b, c jsou libovolnd celd ¢isla vétsi nez 1 a [z,y] oznacuje nejmensi

spoleény ndsobek cisel x, y. (Tomas Jurik)
Reseni. S ohledem na symetrii sta¢i uvazovat trojice (a, b, c), ve kterych a = b > c. Pro
yhejmensi“ z nich (2,2,2), (3,2,2), (3,3,2), (3,3,3) a (4,2,2) ma dany vyraz hodnoty
2, 3/2,17/8, 7/2, resp. 11/4. Ukazeme-li, ze pro vSechny ostatni trojice (a, b, c), které
jiz spliuji podminku a + b + ¢ = 9, plati nerovnost

atbtc  [ab)+[bd+[ca)
2 at+b+c

.3
-2

bude to znamenat, ze hledanid nejmensi hodnota je rovna 3/2. Vypsanou nerovnost
ekvivalentné upravme:

(a+b+¢)* = 2([a,b] + [b,d] + [¢,a]) = 3(a+ b+ o),
a® +b% 4 2 + 2(ab — [a,b]) + 2(bc — [b, c]) + 2(ca — [c,a]) = 3(a + b+ c).

Protoze zfejmé plati xy = [z, y| pro libovolné x, y, zanedbdme nezéporné dvojnasobky
v levé strané posledni nerovnosti a dokazeme (silnéjsi) nerovnost

a?+b*+c2=3(a+b+c). (1)

Z piedpokladu a + b+ ¢ = 9 a Cauchyovy nerovnosti 3(a? + b +c?) = (a + b+ ¢)?
plyne

2
a2+b2+CQZM:3(a+b+6)~%b+c

3 = 3(a+b+c),

a dukaz je hotov.

Poznamky. Misto Cauchyovy nerovnosti jsme mohli pfepsat (1) do tvaru
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a tuto nerovnost zdtvodnit umocnénim ziejmych nerovnosti
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nebof uvazujeme uz jen trojice, ve kterych a = 4, b = ¢ = 2.
Postup z reseni vede rovnéz k vysledku, ze pro libovolna celd ¢isla a, b, ¢ vétsi nez 1
plati nerovnost
atbtc [a,b]+[bc+]ca S atbtc
2 a+b+c - 6




