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Martin Pandk, MU Brno

Ctvrté sttedoevropska matematicka olympiada (Midle European Mathema-
tical Olympiad, zkracené MEMO) se uskute¢nila 9.9.-15.9. 2010 v obci Stre¢no
na Slovensku za tGcasti Sedesati student z deseti zemi stfedoevropského regionu,
jmenovité z Ceska, Chorvatska, Litvy, Madarska, Némecka, Polska, Rakouska,
Slovenska, Slovinska a Svycarska. Soutéz je uréené pro studenty stfednich kol,
ktefi se v daném kalendafnim roce netcastnili mezindrodni matematické olym-
piady (IMO) a diky svému véku jesté stdle maji Sanci se zacastnit IMO v roce
piistim. Vyjimku tvoii slovinsti ticastnici, ktefi vzhedem k relativné malému
poctu obyvatel zemé nejsou limitovani predchozi Gcasti na IMO.

Ceské druzstvo tvotili Michael Bily z Gymnézia Klatovy, Martin Bucha-
¢ek z Gymnazia Ludka Pika v Plzni, Filip Hlasek z Gymndzia Plzen, Mikul4s-
ské namésti, Martin Topfer z Gymnéazia Nad Stolou v Praze, Jakub Solovsky
z Gymnazia MikulaSe Kopernika v Bilovci a Luka$ Zaviel z Gymnéazia Praha
9 na Chodovické. Vedoucim druZstva byl dr. Martin Panak z Pfirodovédecké
fakulty Masarykovy univerzity v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Calabek
z Ptirodovédecké fakulty Palackého univerzity v Olomouci.

Vsechny tymy byly ubytovany ve Skolicim st¥edisku Slovenskych drah, kde
se odehravala i ¢ast vlastni soutéze. Olympidda probihala podle jiz zavedeného
modelu. Prvni den po piijezdu vybirala jury slozena z vedoucich narodnich de-
legaci priklady pro soutéz, zatimco soutézici navstivili hrad Stre¢no. Druhy den
byla na poradu soutéz jednotlived, ktera probéhla v pfednaskové mistnosti zmi-
néného stiediska, kde méli studenti pét hodin ¢asu na feseni ¢tyr tloh. Tymova
soutéZ probéhla pak dalsi den, tj. v nedéli, v prostordch Zilinské univerzity.
V tymové soutézi ma kazdé narodni druzstvo k dispozici jednu mistnost, kde
pak spolecné fesi po dobu péti hodit osm tloh. Jiz v sobotu vecer zapocala
koordinace oprav tloh (tlohy jsou opraveny jednak vedoucimi narodnich tymi
a nezavisle i tymem opravovatelu zajisténym organizatory; pri koordinaci se
vysledky oprav porovnaji a piipadné neshody se vyfesi) a pokracovala i béhem
nedéle. V pondéli dopoledne se jury domluvila na rozdéleni medaili, které se fidi
podobnymi pravidly jako na mezinarodni matematické olympiadé. Odpoledne
pak nasledovala spole¢na plavba s Tesiteli na pltich po fece Vah. V atery byl pro-
gram olympiady zakoncen vyletem do krasné pfirody Malé Fatry a slavnostnim
zakonéenim, kterého se ziastnila mimo jiné vyznamné hosty i rektorka Zilinské
univerzity Tatiana Corejova (ministr §kolstvi se na posledni chvili omluvil).

Vysledky ceského druzstva byly nésledujici: Jakub Solovsky a Filip Hlasek
ziskali bronzové medaile (Jakubovi chybél pouze jeden bod ke st¥ibrné medaili),
Martin Buchéacek, Martin Topfer a Lukas Zavrel pak ziskali ¢estné uznani za je-
den bezchybné vyreseny piiklad. V tymové soutézi snad lze za tspéch povazovat
to, Ze jsme porazili slovenské druzstvo.



Body za ulohy

Poradi Jméno Medaile
1 2 3 4
1. Kende Kalina, HUN 1 8 8 8 25 G
2. Noéra Frankl HUN 0 8 8 8 24 G
3. Nik Jazbinsek SVYN 5 1 8 8 22 G
16. — 22.  Jakub Solovsky 0 0 8 8 16 B
29. — 30. Filip Hléasek 4 0 0 8 12 B
40. — 49. Martin Buchacek 0 0 0 8 8 H.M.
Martin Topfer 0 0 0 8 8 H.M.
Lukas Zavtel 0 0 0 8 8 H.M.
52. — 54. Michael Bily 2 1 0 3 6

Detailni vysledky cCeskych studentd vcetné bodovych ziskt za jednotlivé
ulohy lze vy¢ist z predchozi tabulky, vysledky narodnich druzstev v tymové
soutézi pak z tabulky nasledujici.

Poifadi Jméno Body za ulohu cislo

1 2 3 4 5 6 7 8 Z
1. Madarsko 8 0 8 4 8 8 &8 8 52
2. Polsko 1 2 8 8 8 0 8 8 43
3. Némecko 7T 2 1 3 8 8 8 3 40
4. Rakousko 2 8 1 3 8 6 &8 1 37
5. Chorvatsko 6 0 8 3 8 0 8 2 35
6. Litva 1 2 0 3 8 8 8 0 36
7. Slovinsko 6 0 7 2 8 0 3 1 27
8. Cesko 1 2 3 3 8 0 8 1 26
9. Slovensko 2 0 3 4 8 0 5 0 22
10. Svycarsko 0 01 2 0 1 0 0 4

Mnohé dalsi informace o pribéhu této olympiady lze najit na webové strance
www.memo2010.skmo.sk. Na zavér pfikladdme zadani vsech dloh obou casti
olympiady.



Soutéz jednotlivca

Priklad 1. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna x,y € R
plati

fl@+y)+ f(@)f(y) = flzy) + (y + D f(2) + (. + 1) f(y).

Priklad 2. Na tabuli jsou napsani vsichni kladni délitelé kladného celého ¢isla
N. Dva hrac¢i A a B hraji hru, pii které se stiidaji na tazich. V prvnim tahu
hra¢ A smaze ¢islo N. Bylo-li naposled smazano ¢islo d, v nasledujicim tahu je
nutno smazat bud délitele, nebo ndsobek ¢isla d. Hradc, ktery nemiize tahnout,
prohrava. Urcete vSechna ¢isla N, pro ktera hra¢ A miize vyhrat nezavisle na
tazich hrace B.

Priklad 3. Je dan tétivovy cétyfiahelnik ABC'D a bod E na jeho tihlopiicce AC
takovy, ze |AD| = |AE| a |CB| = |CE|. Necht M je stfedem kruZnice k opsané
trojuhelniku BDE. Kruznice k protina piimku AC' v bodech E a F. Dokazte,
ze ptimky FM, AD a BC prochédzeji tymz bodem.

Priklad 4. Naleznéte vSechna kladna cela cisla n, kterda vyhovuji nasledujicim
dvéma podminkam:

(i) ¢islo n m4 alespoil ¢tyfi rizné kladné délitele,

(ii) pro libovolné dva délitele a, b ¢isla n takové, ze 1 < a < b < n, déli jejich
rozdil b — a cislo n.

Tymova soutéz
Priklad 1. Jsou dény t#i rostouci posloupnosti

a1,0a2,0a3,. .., b17b27b37"'7 C1,C2,C3,. ..

kladnych celych cisel. Kazdé kladné celé ¢islo je ¢lenem pravé jedné z téchto tii
posloupnosti. Dale pro kazdé kladné celé c¢islo n plati:

(1) can = bn + 17
(11) Apy1 > bn,
(iii) ¢islo ¢py16n — (N + 1)Cpy1 — ney, je délitelné dvéma.

Urcete cisla a2010, b2010 a C2010-

Priklad 2. Pro kazdé celé ¢islo n > 2 urcete nejvétsi realnou konstantu C,
takovou, ze pro vsechna kladna realna ¢isla a1, ..., a, plati

* >

2 2 2
ad+--+a a+-+a
1 < 1 n) +Cn~(a1 _an)Q.

n



Priklad 3. V kazdém vrcholu pravidelného n-thelniku stoji pevnost. Ve stejny
okamzik kazda pevnost vystreli na jednu ze dvou nejblizsich pevnosti a zasahne
Jji. Vysledkem stfelby rozumime mnozinu zasazenych pevnosti, pficemz nerozli-
Sujeme, zda pevnost byla zasaZzena jednou nebo dvakrat. Oznac¢me P(n) pocet
vsech moznych vysledkii strelby. Ukazte, ze pro vSechna celd ¢isla k > 3 jsou
disla P(k) a P(k + 1) nesoudéIn4.
Piiklad 4. Necht n je kladné celé ¢islo. Ctverec ABCD je rozdélen na n?
jednotkovych c¢tvercii. Kazdy z nich je dale rozdélen tihlopfickou rovnobéznou
s BD na dva trojihelniky. Nékteré z vrcholii jednotkovych ¢tverci jsou obarveny
Cervené tak, Ze kazdy z 2n? ziskanych trojihelniki mé alespoii jeden vrchol
cerveny. Urcete nejmensi mozny pocet ¢ervenych vrcholii takového obarveni.
Priklad 5. Kruznice vepsana trojihelniku ABC se dotyka stran BC, CA, AB
po fadé v bodech D, E, F. Necht bod K je soumérné sdruzeny s bodem D podle
stfedu kruznice vepsané a piimky DFE, FK se protinaji v bodé S. Dokazte, ze
piimky AS a BC' jsou rovnobézné.
Priiklad 6. Jsou dany body A, B, C, D, E tak, Ze ¢tyiuhelnik ABCD je tétivovy
a ¢tyiuhelnik ABDE je rovnobéznik. Dale se uhlopricky AC, BD protinaji
v bodé S a polopiimky AB, DC' v bodé F. Dokazte, ze |LAFS| = |ZECD|.
Priklad 7. Necht n je nezdporné celé c¢islo. Oznac¢me a,, Cislo s desitkovym
zapisem

10...020...020...01.

NI~

n n n

Ukazte, Ze a,/3 lze vyjadiit jako soucet dvou tietich mocnin kladnych celych
¢isel ale nikoliv jako soucet dvou druhych mocnin celych cisel.

Priklad 8. Je ddno kladné celé ¢islo n, které neni celou mocninou cisla 2.
Dokazte, ze existuje kladné celé ¢islo m s nasledujicimi dvéma vlastnostmi:

(i) ¢islo m je souc¢inem dvou po sobé jdoucich kladnych celych déisel,

(ii) desitkovy zapis ¢isla m je tvoien dvéma shodnymi bloky n ¢islic.



