60. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7 VvV 7/

Ulohy domaci casti |. kola kategorie C

1. Lucie napsala na tabuli dvé nenulovd c¢isla. Potom mezi né postupné vkladala zna-
menka plus, minus, krdat a déleno a vsechny ctyri priklady spravné vypocitala. Mezi
vysledky byly pouze dvé ruzné hodnoty. Jakd dvé ¢isla mohla Lucie na tabuli napsat?

RESENI. Oznaéme hledan &isla a, b. Protoze b # 0, je nutné a + b # a — b. Kazdé
z ¢isel a- b, a : b je proto rovno bud a + b, anebo a — b. Staci tedy rozebrat ¢tyfi piipady
a v kazdém z nich vyTtesit soustavu rovnic. Ukazeme si trochu dimyslnéjsi postup.
Kdyby platilo

a+b=a-b a a—b=a:b anebo a+b=a:b a a—-b=a-b,
vynasobenim rovnosti bychom v obou piipadech dostali a? — b*> = a2, coz odporuje
podmince b # 0. Proto jsou ¢isla a-b a a : b bud obé rovna a + b, anebo obé rovna a — b.
Tak ¢i tak musi platit a-b = a : b, odkud po tpravé a(b® — 1) = 0. Protoze a # 0, nutné
be{1,—-1}.
Pokud je tedy b = 1, jsou ¢tyti vysledky postupné a + 1, a — 1, a, a, coz jsou pro
libovolné a tii rtizné hodnoty.

Pro b = —1 dostavame vysledky a — 1, a + 1, —a, —a. To budou dvé rtzna cisla,
préaveé kdyz a—1 = —a anebo a+1 = —a. V prvnim pripadé dostavame a = %, ve druhém
_ 1
a = —5-
Lucie mohla na zacatku na tabuli napsat bud ¢isla % a —1, anebo cisla —% a—1.

NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. Mame t7i ¢isla se souctem 2010, pricemz kazdé z nich je aritmetickym priamérem zby-
lych dvou. Jakd jsou to &isla? [Sestavime a vyfesime soustavu rovnic, éisla museji byt
stejné, a jsou tedy rovna 670.]

N2. Méame tfi ¢isla, o nichz vime, ze kazdé z nich je aritmetickym priimeérem nékterych dvou
z naSich t¥{ ¢isel. Dokazte, ze naSe tii éisla jsou stejna. [Pfedpokladejme, ze nékteré
z nasich Cisel je primérem sebe a jiného z nasSich ¢isel. Potom je umime oznacit a, b,
c tak, ze a = %(a + b). Z této rovnosti plyne a = b. Cislo c je bud priimérem ¢isel a
a b, odkud hned mame, Ze se témto cislim rovnda, anebo je primeérem sebe a nékterého
z Cisel a, b, tedy ¢ = %(c—l— a), z toho opét dostaneme ¢ = a = b. Jestlize kazdé z naSich
Cisel je aritmetickym primeérem zbylych dvou, postupujeme podobné jako v piedchozi
uloze.]

D1. Necht n je pfirozené ¢islo vétsi nez 2. Mame n Cisel se souctem n, pricemz kazdé z nich
je aritmetickym pramérem ostatnich ¢isel. Jaka jsou to ¢isla? [Usporadejme naSe ¢isla
podle velikosti, necht z1 < 29 < ... < 2. Aritmeticky primér jakékoliv skupiny &isel
neni mensi nez nejmensi z nich. Aritmeticky primér ¢isel xg, x3, ..., 2, je proto aspon
T2 a je roven x1 jen v pripadé, ze zadné z Cisel z3,...,z, neni vétsi nez x1. Z toho
hned dostavame, Ze vSechna nase ¢isla museji byt stejnd, a tedy rovna 1.]

2. Dokazte, Ze vyrazy 23x + y, 19z + 3y jsou délitelné cislem 50 pro stejné dvojice
prirozenych cisel x, y.

RESEN{. Predpokladejme, ze pro dvojici piirozenych ¢isel z, y plati 50 | 23z + 3.
Potom pro néjaké prirozené ¢islo k£ plati 23x + y = 50k. Z této rovnosti dostaneme



y = b0k — 23z, tedy 19z + 3y = 192 + 3(50k — 23x) = 150k — 50x = 50(3k — x), takze
¢islo 192 + 3y je rovnéz nasobkem cisla 50.
Podobné to funguje i z druhé strany. Jestlize pro néjakou dvojici pfirozenych cisel
x, y plati 50 | 192 4 3y, je 192+ 3y = 50I pro néjaké prirozené ¢islo [. Z této rovnosti vy-
jadfime ¢islo y; dostaneme y = (500 —19x) /3 (dalsi postup by byl podobny, i kdybychom
vyjadfili  misto y). Po dosazeni vyjde
500 — 192  69x + 500 — 192 50 (z +1)

T +y T+ 3 3 3

O vysledném zlomku vime, Ze je to pfirozené &islo. Citatel toho zlomku je délitelny
¢islem 50. Ve jmenovateli je jen ¢islo 3, které je s 50 nesoudélné, proto se ¢islo 50 neméa
s ¢im ze jmenovatele zkratit, tudiz ¢islo 23z + y je délitelné 50.

JINE RESENI. Zfejmé 3 - (23z + y) — (192 + 3y) = 50z, proto jestlize 50 déli jedno
z Cisel 23x + y a 192 + 3y, déli i druhé z nich.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Ukazte, ze kazdé prvocislo vétsi nez 3 se da napsat ve tvaru 6k + 1 anebo 6k — 1 pro
vhodné pfirozené &islo k. [Kazdé prvodislo se d4 napsat ve tvaru 6k + z, kde z je jeho
zbytek po déleni Sesti. Cisla 6k, 6k + 2 a 6k 4 4 jsou evidentné délitelna dvéma, 6k + 3
je délitelné tfemi, proto zustavaji jen ¢isla tvaru 6k + 1 a 6k + 5.]

N2. Necht x + 5y dava zbytek 1 po déleni 7. Jaky zbytek po déleni 7 déva ¢islo 3z + 15y7
A ¢&islo 4z 4 13y? [Protoze = + 5y = Tk + 1 pro vhodné k, mame 3z + 15y = 3(7k +
+ 1) = 73k + 3, jeho zbytek je tedy 3. Podobné 4z + 20y = 4(7k + 1) = 7 - 4k + 4;
¢éislo 4z + 13y se od 4z + 20y lisi jen o nasobek 7, proto d4va stejny zbytek 4.]

D1. Dokazte, ze jestlize pro celd ¢isla a, b, ¢ plati 7 | a — 3b+ 5¢, pak platii 7 | 4a + 2b —c.
Zjistéte, zda plati opa¢na implikace. [Plati i opa¢né implikace. Navod: (4a + 2b —c¢) —
—4(a — 3b+ 5¢) = 14b — 21c = 7(2b — 3¢).]

D2. Dokazte, ze ke kazdému celému cislu x existuje celé Cislo y takové, ze 19z + 3y je
délitelné 50. [Cislo 19z dava po déleni 50 zbytek, ktery oznacime z. Chceme ukazat, ze
pro libovolné z umime najit y tak, aby ¢islo 3y davalo zbytek 50 — z. Vezméme Ccisla
3:-1,3-2,3-3,...,3-50. Kdyby dveé z téchto cisel, feknéme 37 a 35, davala stejny zbytek,
musel by byt jejich rozdil 3(i — j) délitelny 50. Pfitom 3 a 50 jsou nesoudélné, proto
50 | 4 — 7. To v$ak neni moZné, nebot 1 < i — j < 49. Proto vyjmenovana ¢isla davaji
vSechny mozné zbytky po déleni 50, takze jedno z nich davé zbytek 50 — z.]

3. Mdme ctverec ABCD se stranou délky 1cm. Body K a L jsou stredy stran DA
a DC. Bod P lezi na strané AB tak, Ze |BP| = 2|AP|. Bod Q lezi na strané BC
tak, Ze |CQ| = 2|BQ|. Usecky KQ a PL se protinaji v bodé¢ X . Obsahy ctyituhelniki
APXK, BQXP, QCLX a LDKX oznac¢ime postupné Sa, Sg, Sc, Sp (obr. 1).

a) Dokazte, e Sp = Sp.
b) Vypoctéte rozdil Sc — Sa.
c) Vysvétlete, pro¢ neplati Sq4 + Sc = Sp + Sp.

RESEN{. a) Ctyfthelniky ABQK a DAPL jsou shodné (jeden z nich je obrazem
druhého v otoceni 0 90° se stfedem ve stfedu ¢tverce ABC D). Proto maji i stejny obsah,
tedy Sa4 + S =S4 + Sp. Z toho hned dostavame S = Sp.

b) Snadno se ndm podaii vypocitat obsah pravouhlého lichobézniku ABQ K, nebot

znédme délky zakladen i vysku. Dostaneme Sa + Sp = (3 + %) - 3 = & cm?. Podobné
vipoétem obsahu lichob&Zniku PBCL dostaneme Sc + Sp = (3 + 2) - 3 = -5 cm?.
Odectenim prvni ziskané rovnosti od druhé dostavame Sc — Sy = 1—72 — 1—52 = % cm?.

c¢) Nerovnost mezi obsahy S4 + Sc a Sg+ Sp (jejichz piimé vypocty jsou nad sily
zak 1. roéniku) muzeme zdavodnit nasledujicim zpusobem. Soucet téchto dvou obsahii
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je 1cm?, takze se nerovnaji, pravé kdyz je jeden z nich mensi nez 1

1
2

Sp + Sp (rovny 2Sp, jak uz vime), kdyz ukdZzeme, Ze obsah Sp je mensi nez

cm?. Bude to obsah

2

Zcm.

Udélame to tak, ze do celého ¢tverce ABC'D umistime bez prekryti ¢tyfi exemplafe
dotyc¢ného ctytuhelniku PBQX. Jak, to je patrné z obr. 2, kde M, N znaci stfedy stran

BC, AB a R, S body, jez déli strany CD, DA v poméru 1 : 2.

JINE RESENI ¢asti c). Tentokrat misto nerovnosti Sp + Sp < %ch dokazeme
ekvivalentni nerovnost S4 + S¢o > %cmz. Proto se pokusime ,premistit® ¢tyrthelnik
APXK tak, aby lezel pti ctyftuhelniku XQCL a aby se jejich obsahy daly i geometricky
secist. Uhly AKQ a DLP jsou shodné a |AK| = |DL|, proto miizeme &tyfuhelnik
APX K premistit ve ¢tverci ABCD do jeho ,rohu“ D tak, Ze se ke ¢tyftuhelniku XQCL
,primkne“ podél strany LX svou stranou LY, kde Y je prusecik tsecek SM a PL

z puvodniho feSeni (obr.3). Obsah S4 + S¢ je pak obsahem Sestitthelniku DSYXQC.

Proc je vétsi nez % cm?, 1ze zdtivodnit napiiklad takto:

Usecka spojujici bod L se stiedem U tisecky K@ protne tsecku SM v jejim
stfedu V. Ctyfthelnik UQMV mé obsah rovny poloviné obsahu rovnobézniku KQM S,
tedy rovny obsahu trojuhelniku K MS. Proto ma Sestitthelnik DSV UQC' obsah rovny
obsahu ¢tyrfiahelniku KM CD, tj. poloviné obsahu ¢tverce ABCD. Obsah S4 + S¢ je
jesté vétsi, a to o obsah ¢tyituhelniku XUVY. Je tedy vskutku S4 + So > % cm?.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Je dan lichobéznik ABCD s del$i zédkladnou AB a prusecikem tuhlopficek P. Vime, Ze

obsah trojuhelniku ABP je 16 a obsah trojuhelniku BC'P je 10.

a) Vypoditejte obsah trojuhelniku ADP.

b) Vypoéitejte obsah lichobézniku ABCD.
[Trojuhelniky ABC a ABD maji spole¢nou stranu AB a stejné vysky na tuto stranu,
maji tedy stejny obsah. Proto maji stejny obsah i trojihelniky ADP a BCP. Ob-
sah trojuhelniku CDP vypocteme napriklad z jeho podobnosti s trojuhelnikem ABP,
pomeér podobnosti je |AP|/|CP|= Sapp/Scpp. Dostaneme Sppcp = 169/4.]

N2. Ve c¢tverci ABCD o strané délky 1 oznac¢me K, L po fadé stfedy stran AB, AD.
Primky CK a BL se protinaji v bodé M, piimky C'L a KD se protinaji v bodé N.
Ukazte, ze soudet obsahil trojuhelnikt KBM, KLN a CDN neni vétsi nez 3/8. [P¥imo
vypocitat obsahy jednotlivych trojahelnikt jde jen tézko. Pomohlo by pfemistit tyto
trojuhelniky ,vice k sobé“, aby se jejich obsahy daly geometricky secist. Napiiklad
diky osové soumérnosti podle pfimky AC je trojiuhelnik KL N shodny s trojuhelnikem
KLM. A obsah trojuhelniku KBL uz vypocitame snadno, je to 1/8. Zbyva ukézat,
ze obsah trojuhelniku DCN je mensi nez 1/4. To je hned vidét z toho, ze trojihelnik
DCN je &4sti trojuhelniku DCL s obsahem 1/4.]

D1. V ostrouhlém trojuhelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vrcholu C' a P, @ odpovida-
jici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC a BC. Obsahy trojihelnikd ADP,
DCP, DBQ, CDQ@ oznacme postupné Si, S2, S3, S4. Vypocditejte S1 : Ss, jestlize
S1:82=2:3aS53:854=3:8. [C-55-]-5]

D2. V libovolném konvexnim ¢tyfahelniku ABC' D oznaCme E stfed strany BC' a F' stied
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strany AD. Dokazte, ze trojahelniky AED a BFC maji stejny obsah, pravé kdyz jsou
strany AB a CD rovnobézné. [C-54-1-3]

D3. Spojnice stfedu stran AB a C'D konvexniho ¢tytuhelniku ABCD rozdéli tento Ctyi-
tthelnik na dveé ¢asti o stejném obsahu. Ukazte, ze pfimky AB a CD jsou rovnobé&zné.
[Oznaéme S a T po fadé stiedy stran AB a CD. Trojthelniky DST a C'ST maji stejny
obsah (stejné dlouhé strany DT a CT, spole¢nou vysku). Proto trojuhelniky ADS
a BCS maji stejny obsah, a protoze maji stejné dlouhé strany AS a BS, museji mit
i stejné vysky, body D a C jsou tedy stejné vzdaleny od pfimky AB.]

D4. Najdéte vSechny konvexni ¢tyftuhelniky ABCD s néasledujici vlastnosti: v roviné ¢tyt-
thelniku ABCD existuje bod P takovy, ze kazdad pfimka vedend bodem P rozdéli
¢tyfuhelnik ABC'D na dvé €asti o stejném obsahu. [49-A-T1-4]

4. Ve skupiné n Zaku spolu nekteri kamaradi. Vime, Ze kaZdy md mezi ostatnimi aspon
ctyri kamardady. Ucitelka chce Zaky rozdélit do dvou nejvyse ctyrélennych skupin tak,
ze kazdy bude mit ve své skupiné alesporn jednoho kamardda.

a) Ukazte, Ze v pripadé n = 7 lze Zdky poZadovanym zpisobem rozdélit.
b) Zjistéte, zda lze Zaky takto rozdélit i v pripadé n = 8.

RESEN{. a) Jediny zptisob, jak rozdélit 7 zakt na dvé nejvyse cétyrclenné skupiny,
je mit jednu trojclennou a jednu ¢tyiclennou skupinu. Kazdy zak ze ¢tyiclenné skupiny
pritom bude mit ve své skupiné kamarada pfi jakémkoli rozdéleni, protoze se nemuze
stat, Ze by vSichni jeho kamaradi byli v troj¢lenné skupiné (jsou aspon ¢tyfi).

Takze staci rozdélit zaky tak, aby kazdy v trojclenné skupiné v ni mél kamarada.
Proto do ni dame kteréhokoli ze zakt a k nému nékteré dva jeho kamarady.

b) Vezméme si jakékoli rozdéleni 8 zakii na dvé ¢tyiélenné skupiny (skupiny s jinym
poctem zaki nepfipadaji v ivahu). Jestlize toto rozdéleni nevyhovuje uéiteléiné zameéru,
mame néjakého zaka X, jenz je zle zarazen — ma vSechny své ¢tyti kamarady A, B, C, D
ve druhé skupiné. UkaZzeme, ze umime vymeénit X a nékterého ze zaku A, B, C, D tak,
ze celkovy pocet zle zarazenych zaka v nové vzniklych skupinach se oproti pivodnimu
stavu zmensi.

Po libovolné ze ¢tyf vymeén prichazejicich do tvahy prestane byt X zle zarazen
a vSichni t¥i zaci, ktefi se s nim octnou ve skupiné, budou dobie zafazeni, nebot jsou
to jeho kamaradi. Zaci K, L, M, kteii byli pfed vyménou ve skupiné s X, mohou byt
po vymeéné zle zafazeni jen tehdy, pokud byli zle zafazeni i pfedtim (nebot X neni
kamaraddem ani jednoho z nich). Protoze zdk K ma ¢tyfi kamarddy a nekamaradi se
s X, musi mit aspon jednoho kamarada Y i ve skupiné obsahujici zaky A, B, C, D.
Pravé tento zédk Y se hodi pro zamyslenou vymeénu s zékem X, nebot po ni i on bude
mit ve své nové skupiné kamarada — totiz zaka K.

Ukézali jsme tedy, ze vyménou zakti X a Y pocet zle zarazenych zakt klesne.
Dostaneme néjaké nové rozdéleni; jestlize v ném je aspon jeden zak zle zafazen, mizeme
zopakovat predchozi postup a opét snizit pocet zle zarazenych zakt. Po nejvysSe osmi
krocich dostaneme rozdéleni, v némz uz nejsou zadni zle zarazeni zaci.

JINE RESENI ¢asti b). Uvazujme vSechna mozn4 rozdéleni osmi zakt do dvou ¢tyt-
¢lennych skupin. Rozdéleni, kde nékdo nemé ve své skupiné zadného kamarada, budeme
nazyvat zld, zbyla budou dobrd.

Kolik je zlych rozdéleni? Jestlize ma zak X aspon pét kamaradt, aspon jeden
z nich musi byt v jeho skupiné. Jestlize ma zdk X jen ¢tyri kamarady a jsou-li vSichni
ve druhé skupiné, mame jen jedno jediné rozdéleni s touto vlastnosti. Celkové tedy
k danému zakovi X existuje nejvyse jedno rozdéleni, jez je zlé. Za X mizeme vzit
jednoho z 8 riuznych zéki, proto zlych rozdéleni je nejvyse 8 (nékterd mozna pocitame
vickrat). Pfitom vSech rozdéleni je (;) = 35, tedy aspon 27 z nich je dobrych.
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NAVODNE A DOPLNUJiCI ULOHY:

N1. V jisté tiidé ma kazdy zadk aspon jednoho kamaridda. Ukazte, Ze umime zaky roz-
délit na dvé skupiny tak, ze kazdy méa ve druhé skupiné aspon jednoho kamarada.
[K tloze se da pristupovat vicerymi pouénymi zplsoby, viz vzorové feseni tlohy ¢&. 5
v 3. sérii zimni ¢4sti korespondenéniho matematického seminare (KMS), ro¢nik 2005/6,
http://kms.sk/archiv.]

N2. Kazdy ze Sesti zakn jisté tfidy ma mezi ostatnimi péti aspon t¥i kamarady. Kamaradstvi
je vzadjemné. Ukazte, ze umime tyto zdky rozdélit do dvou (neprazdnych) skupin tak, ze
kazdy zak ma ve své skupiné€ aspon jednoho kamarada. Umeéli bychom to i tehdy, kdyby
kazdy zdk mél pfesné dva kamarady? [Jestlize rozdélime zaky jakymkoli zpusobem na
dvojici a ¢étvefici, pak kazdy zak ze ¢tvefice v ni ma aspon jednoho kamarada, nebot
z jeho aspon tfi kamarddl jsou nejvysSe dva ve druhé skupiné. Staci tedy vzit dvojici
kamaradi a ostatni dat do druhé skupiny. Jestlize ma kazdy presné dva kamarady,
umime zaky rovnéz rozdélit: vezmeme zéka A a jeho dva kamarady B a C' a vSechny
je dame do prvni skupiny. Zbyli tii zaci D, E, F budou tvorit druhou skupinu. Kdyby
néktery zak z druhé skupiny, feknéme D, mél za kamardda B i C, méli by zaci F a F
nejvyse po jednom kamaradovi. Proto D mé za kamarada nejvyse jednoho z B a C,
a protoze nemiize kamarddit s A (ten uz dva kamarddy mad), musi mit za kamardda
asponn jednoho ze zdkt E a F. Podobné to funguje pro zdky E a F. O situaci se
Sesti zaky, z nichz kazdy mé presné dva kamarady, umime fici dokonce vice. Jestlize
si znazornime zaky jako body a kamaradsky vztah vyznacime spojenim odpovidajicich
bodi, miuzeme dostat jen dva rtizné obrazky: dva trojihelniky, anebo Sestitthelnik (pfi
vhodném rozmisténi bodf v roving).]

D1. Ve skupiné n lidi (n 2 4) se n&ktefi znaji. Vztah ,znat se“ je vzédjemny: jestlize osoba
A zné osobu B, tak i B znd A a nazyvame je dvojici zndmych.

a) Dokazte, ze jestlize mezi kazdymi étyifmi osobami jsou aspon ¢tyfi dvojice zné-
mych, pak kazdé dvé osoby, které se neznaji, maji spolecného znamého.

b) Zjistéte, pro kterd n = 4 existuje skupina osob, v niZ jsou mezi kazdymi ¢tyimi
osobami aspon tfi dvojice znamych a soucasné se nékteré dvé osoby ani neznaji,
ani nemaji spoleéného znamého.

¢) Rozhodnéte, zda ve skupiné Sesti osob mohou byt v kazdé ¢tvefici praveé tii dvojice
znamych a pravé t¥i dvojice nezndmych. [C-57-1-5]

D2. Jisty panovnik pozval na oslavu svych narozenin 28 rytiit. Kazdy z rytifd meél mezi
ostatnimi pravé tfi nepratele.

a) Ukazte, ze panovnik muze rytife rozsadit ke dvéma stolim tak, aby kazdy ryti¥
sedél u stejného stolu nejvyse s jednim nepfitelem.

b) Ukazte, ze v pfipadé libovolného takového rozsazeni sedi u kazdého stolu nejvyse
16 rytira.

(Nepfatelstvi je vzadjemny vztah: Jestlize A je nepfitelem B, je i B nepfitelem A.)
[61-C-1-6]

5. Dokazte, Ze nejmensi spolecny ndsobek [a,b] a nejvétsi spolecny délitel (a,b) libo-
volngch dvou kladnych celych cisel a, b splnuji nerovnost

a-(a,b)+b-[a,b] = 2ab.

Zjistéte, kdy v této nerovnosti nastane rovnost.

RESEN{. Nerovnost by bylo lehké dokézat, kdyby néktery ze dvou séitanct na levé
strané byl sim aspot roven pravé strané. Cislo [a, b] je zjevné nasobkem éisla a.

Jestlize [a, b] 2 2a, pak bla,b] = 2ab a v dané nerovnosti plati dokonce ostra nerov-
nost, nebot ¢islo a(a, b) je kladné.

Jestlize [a,b] < 2a, tak neztistava jind moznost nez [a, b] = a. To vSak nastane, jen
kdyz b | a. V tomto pfipadé (a,b) = b a v dané nerovnosti nastane rovnost.

JINE RESENI. Ozna¢me d = (a,b), takZe a = ud a b = vd pro nesoudélna pfirozena
¢isla u, v. Odtud hned plyne, Ze [a, b] = uvd. Protoze

a-(a,b) +b-[a,b] = ud® +uv’d* = u(l +v*)d?,
2ab = 2uvd?,
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je vzhledem k nerovnosti ud? > 0 nerovnost ze zadani ekvivalentni s nerovnosti 1 + v? >
> 20, tedy (v — 1)2 = 0, coz plati pro kazdé v. Rovnost nastane, pravé kdyz v = 1,
tedy b | a.

JINE RESENI. Oznacme d = (a,b). Je znamo, ze [a,b] - (a,b) = ab. Po vyjadfeni
la, b] z tohoto vztahu, dosazeni do dané nerovnosti a ekvivalentni tpravé dostaneme
ekvivalentni nerovnost d? + b?> > 2bd, ktera plati, nebot (d — b)? > 0. Rovnost nastava
jen pro d = b, tedy pokud b | a.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Necht d je nejvétsi spoleény délitel ptirozenych éisel a a b. Ukazte, ze ¢isla a/d a b/d
jsou cela a nesoudélna.

N2. Dokazte, ze pro libovolna piirozena éisla a, b plati vztah [a,b] - (a,b) = ab. [Uvaha
o exponentech jednotlivych prvoéisel, anebo standardnim zpisobem: necht d = (a,b),
potom a = xd, b = yd pro nesoudélna z a y, tedy [a, b] = zyd.]

N3. Ukazte, ze vyraz [a,15]/a, kde a je pFirozené ¢islo, mize nabyvat jen ¢tyf riznych
hodnot, které jsou vsechny celociselné. Kolik riznych celoc¢iselnych hodnot miize nabyt
vyraz [60, b]/2b? [Vyraz [a, 15]/a miZe nabyvat hodnot 1, 3, 5, 15. Vyraz [60, b] /2b mtze
nabyt celoé¢iselné hodnoty 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, kromé toho nabyvéa hodnoty 1/2, 3/2,
5/2, 15/2]

N4. Dokazte, ze pro kladné realnéa cisla a, b plati

4ab < (a +b)? < 2(a? + b?).

[Obé nerovnosti se daji pfimoc¢are odvodit z toho, Ze ¢tverec redlného ¢isla je nezédporny. |

D1. Najdéte vSechny trojice pfirozenych &isel a, b, ¢, pro které soucasné plati [ab, c] = 28,
[be, a] = 29, [ca,b] = 211, [50-C-S-1]

D2. Najdéte vSechny dvojice prirozenych &isel a, b, pro které plati [a,b] + (a,b) = 63.
[60-C-1-3]

D3. Najdéte vsechny dvojice kladnych celych cisel a, b, pro které ma vyraz

a n 14b
b 9a

celoéiselnou hodnotu. [Necht d = (a,b), potom a = zd, b = yd pro nesoudélna z a y.

Zkoumany vyraz bude po dosazeni (922+14y?)/(9zy), takze 9z | 14y, a z nesoudélnosti

z a y mame x | 14, navic 3 | y. Podobné y | 9; vyzkousime kone¢né mnoho moznosti.]
D4. Dokazte, ze pro libovolna dvé ruzna kladna cisla a, b plati

a—|—b< 2(a? + ab + b?) < a? + b?
2 3(a+b) 2

[58-C—1-6]

6. Je ddn lichobéinik ABCD. Stred zdakladny AB oznacme P. UvaZujme rovnobézku
se zakladnou AB, kterd protindg usecky AD, PD, PC, BC postupné v bodech K,
L, M, N.
a) Dokazte, e |KL| = |MN|.
b) Urcete polohu primky KL tak, aby platilo i |KL| = |LM|.

RESENI. a) P¥imky AB, CD a K L jsou rovnobé&zné, proto v dané situaci dovedeme
najit vicero dvojic trojuhelniktt podobnych vzdy podle véty uu. Tyto podobnosti lze
vyhodné zapsat pomoci pomért vzdalenosti, coz vyuzijeme v diitkazu toho, ze tisecky
KL a MN maji stejnou délku.

Oznacme z vzdalenost piimek AB a KL a y vzdalenost primek KL a C'D. Pomoci
téchto vzdalenosti nyni vyjadiime koeficienty podobnosti odpovidajicich trojuhelniki.
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Trojuhelniky APD a K LD jsou podobné, proto

KLy
|AP|  z+vy’

Trojthelniky BPC a NMC jsou podobné, proto

[MN| gy
|PB| x+vy

Spojenim obou rovnosti dostavame

KLl _ y _ |MN|
|AP|  z+y |PB|’

a protoze |AP| = |PB]|, plyne odtud |KL|=|MN|.

b) Chceme sestrojit bod L tsecky PD takovy, ze |KL| = |LM|. Rozebereme dva
pripady podle toho, zda je ¢i neni pfimka PC rovnobézna s piimkou AD.

Jestlize je primka PC rovnobézna s AD, je APC D rovnobéznik a jediny vyhovujici
bod L je stfed tsecky PD neboli prusec¢ik thlopti¢ek rovnobézniku APC'D (podminka
|KL| = |LM| tu vyjadfuje shodnost trojuhelniki K LD a M LP, ktera nastane, pravé
kdyz |LD| = |LP|, obr. 4).

R

WANE7ANira
/WBA P B

Obr. 4 Obr. 5

Jestlize se pfimky PC a AD protinaji v néjakém bodé R (obr. 5), bude bod L prise-
¢ikem usecky DP s primkou, na niz lezi téznice trojuhelniku APR z vrcholu R. Plyne to
z poznatku, ze s iseckou AP jsou podle stiedu R stejnolehlé vsechny v iivahu pripadajici
usecky K M, a proto stifedy vSech téchto tisecek lezi na pfimce jdouci bodem R a stfedem
usecky AP.

7 uvedenych konstrukci plyne, zZe vyhovujici bod L je vzdy jediny, existuje tudiz
pravé jedna rovnobézka s primkou AB s pozadovanymi vlastnostmi.

Pozndmka. Jak jsme uvedli v feseni, pokud jsou pfimky PC a AD rovnobézné,
je hledanym bodem L, pro ktery plati |KL| = |LM|, prusecik thlopfi¢ek rovnobéz-
niku APCD. Pokud ptfimky PC a AD rovnobézné nejsou, tj. APCD je lichobéznik, je
i v tomto pripadé prisecik jeho uhlopricek vybornym kandidatem pro takovy bod L.
Vypoctem s vyuzitim podobnosti se da ukézat, ze tomu tak vskutku je, takze hleda-
nym bodem L je v kazdém prfipadé prusecik thlopticek ¢tyithelniku APCD (viz téz
ulohu N1).



NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

V lichobézniku ABCD s prusefikem tuhlopficek P sestrojme rovnobézku se zdklad-
nou AB prochézejici bodem P. Tato pfimka protne ramena AD a BC' v bodech K a L.
Ukazte, ze bod P je stfedem tsecky K L. Vypocitejte délku tusecky K L, jestlize vite, ze
|AB| = a, |CD| = ¢. [Vyuzijeme podobnost dvojic trojihelniki DKP a DAB, CPL
aCAB, PAB a PCD. Oznacime-li v1 vysku trojuhelniku PAB a vg vysku trojihelniku
PCD, je |[KP|=|LP|=a-v2/(v1 +v2). Odtud |KL| = 2ac/(a+ c).]

Je dan lichobé&znik ABCD s delsi zakladnou AB. Necht X, Y jsou po fadé priseciky
dvojic ptimek AD a BC, AC a BD. Dokazte, ze body X, Y a stfedy zdkladen lichobéz-
niku ABCD lezi na jedné piimce. [Stejnolehlost se stiedem v bodé X zobrazujici tsecku
AB na tsecku CD zobrazi stfed jedné zdkladny do stfedu druhé zakladny, proto stfedy
zakladen a bod X lezi v pfimce. Analogicky lezi v pfimce stfedy zdkladen a bod Y. Je
vhodné zkusit i feseni vyuzivajici jen podobnost trojihelniki bez odkazu na vlastnosti
stejnolehlosti.]

Je dén lichobéznik ABCD se zédkladnami AB a C'D. Ozna¢me E stfed strany AB, F
stfed tsecky DFE a G prusecik usecek BD a CE. Vyjadrete obsah lichob&zniku ABCD
pomoci jeho vysky v a délky d usecky F'G za predpokladu, ze body A, F, C lezi na
jedné pFimce. [56-C-I-4]

Sestrojte lichobéznik ABCD s vyskou 3cm a shodnymi stranami BC', CD a DA, pro
né&jz plati: Na zdkladné AB existuje bod E takovy, ze tsecka DE mé délku 5cm a déli
lichobéznik na dvé ¢asti se stejnymi obsahy. [52-C-1-4]



