60. roénik matematické olympiady

Ulohy klauzurni casti skolniho kola kategorie B

1. V oboru realnych cisel reste rovnici
Vr+3++Vz=p

s neznamou z a realnym parametrem p.

2. Podél kruznice je rozmisténo 16 redlnych cisel se souctem 7.
a) Dokazte, Ze existuje tsek péti sousednich ¢isel se souc¢tem aspon 2.
b) Urcete nejmensi k takové, Ze v popsané situaci lze vzdy nalézt tsek k sousednich
Cisel se souctem aspon 3.

3. Vné daného trojuhelniku ABC jsou sestrojeny c¢tverce ACDE, BCGF. Dokaite, ze
|AG| = |BD|. Dale ukazte, ze stiedy obou ¢tverci spolu se stiedy tsecek AB a DG
jsou vrcholy Ctverce.

Klauzurni cast skolniho kola kategorie B se kona
ve ¢tvrtek 20. ledna 2011

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tulohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispésSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



60. roénik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni ¢asti $kolniho kola kategorie B

1. Aby byla leva strana rovnice definovana, museji byt oba vyrazy pod odmocninami
nezaporné, coz je splnéno pravé pro vSechna x = 0. Pro nezdporna x je pak p = vz + 3 +
+ vz 2 /3, rovnice miize tedy mit feSeni pouze pro p = /3.

Nyni upravujme danou rovnici:

VI+Vz+3=p,
22 + 3+ 2\/z(x + 3) = p?,
2\/x(x +3) =p* — 22— 3,
da(z +3) = (p* — 2z — 3)?,
422 + 122 = p* + 422 + 9 — 4p2x — 6p% + 122,

(r* = 3)*

xr =
4p?

Protoze jsme danou rovnici umocnovali na druhou, je nutno se presvédcit zkouskou, ze
vypoétené z je pro hodnotu parametru p 2> v/3 feSenim ptivodni rovnice:
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Pii pfedposledni tipravé jsme vyuzili podminky p > v/3 (a tedy i p? —3 > 0 a p > 0), takze
V(p? —3)2 =p? — 3 a /4p? = 2p.

Poznamka. Misto zkousky staci ovérit, ze pro nalezené x jsou vSechny umocnované
vyrazy nezaporné, tedy vlastné jen ze

(p> —3)(p* +3)

2
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Pro p > /3 tomu tak opravdu je.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za opomenuti zkousky zkousky strhnéte jeden bod. Pfi neuvedeni podminky
p 2 /3 udélte 3 body (at uz zkouska je, ¢ neni — pokud je, tak je chybné).

2. a) Mezi 16 ¢isly napsanymi podél kruznice se nachdzi pravé 16 usekd péti sou-
sednich ¢isel (vybereme-li libovolné jedno z napsanych ¢isel a od néj oznacime ¢isla podél
kruznice postupné jako prvni, druhé, ..., Sestnacté, bude prvni tsek tvoren prvnim az
patym cislem, druhy tsek pak druhym az Sestym cislem, ... a posledni Sestnéacty usek
bude tvofen Sestnactym, prvnim, druhym, tfetim a ¢tvrtym cislem).

Tvrzeni dokaZeme sporem. Predpokladejme, Ze uvazované tvrzeni neplati, tedy ze
¢isla v kazdém z 16 tsekti maji soucet mensi nez 2. Celkovy soucet S5 vSech 16 soucti



¢isel v jednotlivych péticich je tak mensi nez 16 - 2 = 32. OvSem kazdé ¢islo na kruznici je
soucasti prave péti tisekd péti sousednich cisel, tudiz kazdé z 16 cisel je v uvedeném souctu
zapocteno pravé pétkrat. Proto je soucet S5 zaroven roven pétinasobku souctu vsech cisel
na kruznici, coz je 35. To je ve sporu s odvozenou nerovnosti S; < 32. Na kruznici tedy
musi existovat pét po sobé jdoucich ¢isel, jejichz soucet je alespon 2 (dokonce vice nez 2).

b) Nejprve ukazme, Zze nemuze byt k& < 6. K tomu stac¢i podél kruznice rozmistit
16 shodnych c¢isel se souctem 7. Soucet ¢isel v libovolném tseku k ¢isel tak bude

7T 42
k - 16 < 16 < 3.

Necht nyni k = 7. Zopakovanim tivahy z ¢asti a) dokédzeme, ze vhodny tsek uz existuje:
Predpokladejme naopak, Ze soucet libovolnych sedmi po sobé jdoucich ¢isel (z danych
Sestnacti) je mensi nez tfi. Takovych tsekt je podél kruznice Sestnact (jejich pocet na
Cisle k nezavisi!), takze soucet S7 vSech 16 souctu ¢isel v jednotlivych sedmicich je mensi nez
16-3 = 48. Kazdé z danych 16 ¢isel je v souctu S7 zapocteno sedmkrat, tedy S; = 7-7 = 49,
coz odporuje predchozimu odhadu S7; < 48.

Hledanym cislem k je ¢islo 7.

Za tplné feseni udélte 6 bodt. Za dilkaz kazdé z ¢asti a) a b) udélte po 3 bodech. Pokud v &asti b) chybi
jen ptiklad, Zze k < 6 nevyhovuje, strhnéte 2 body.

3. Protoze oba thly BCG a DAC jsou pravé, uvazujme otoceni kolem vrcholu C
daného trojihelniku, v némz bod B pfejde do bodu G. V ném je zfejmé obrazem bodu D
bod A a obrazem tusecky BD tusecka GA (obr.1). Odtud plyne, ze |AG| = |BD]|, a také,
ze usecky AG a BD jsou navzajem kolmé.

Obr. 1

Oznacme po tadé K, L, M, N stfedy stran ¢tyftahelniku ABGD. (Body N a L jsou
tedy stfedy uvazovanych ¢tverct.) Vzhledem k tomu, ze tisecka KL je stfedni pfickou
trojuhelniku AGB a tisecka M N stiedni prickou trojihelniku AGD, je |[KL| = |AG| =
= |KL| a zéroveiit MN || AG || KL. Podobné |KN| = 1|BD| = |LM]| a zarovenr KN ||
| BD || LM. To znamena, ze K LM N je rovnobé&znik. Protoze vSak vime, ze |AG| = |BD|
a navic AG 1. BD, je KLM N ¢tverec. Tim jsou vSechna tvrzeni tlohy dokazana.



Jiné FeSeni. Ulohu vyfesime bez tivahy o otoceni. Pro dfikaz rovnosti |AG| = |BD|
ukazeme, ze trojihelniky ACG a DCB jsou shodné podle véty sus. Skuteéné, |AC| = |DC|,
|CG| =|CB| a |xACG| = |<ACB| + |xBCG| = |« ACB| +90° = |<ACB| + |xACD| =
= |xDCB].

Usec¢ky AG a BD jako strany shodnych trojahelniki tedy maji stejnou délku. Aby-
chom ovérili, Ze jsou navic navzajem kolmé, oznacime P jejich prisecik a porovname vnitini
uhly v trojuhelnicich APQ a DCQ, kde Q je prusecik tsecek AC' a BD. Pti vrcholech A a D
jsou uhly shodné diky ovéfené shodnosti trojuhelnikit ACG a DC B, thly pii vrcholu Q) se
rovnéz shoduji (jakozto thly vrcholové), takze se shoduji i jejich thly pfi vrcholech P a C,
jsou tedy oba pravé.

Z dokazané shodnosti i kolmosti tsecek AG a BD odvodime, ze KLMN je Ctverec
stejné jako v ptivodnim feseni.

Za uplné feseni udélte 6 bodu. Za dikaz shodnosti tisecek AG a BD udélte 2 body, za dikaz jejich kolmosti
dalsi 2 body. Za dokonceni dikazu rovnéz 2 body.



