60. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Soucin kladnych redlnych ¢isel a, b, ¢ je 60 a jejich soucet je 15. Dokazte nerovnost
(a+b)(a+c) = 60

a zjistéte, pro ktera takova cisla a, b, ¢ nastane rovnost.

. Najdéte vsechny dvojice kladnych celych ¢isel a, b, pro néz je ¢islo b délitelné ¢islem a
a soucasné je cislo 3a + 4 délitelné cislem b + 1.

. Necht M, N jsou po fadé vnitini body stran AB, BC rovnostranného trojihelniku
ABC, pro néz plati |AM|: |MB| = |BN|:|NC|=2:1. Ozna¢me P prusec¢ik piimek
AN a CM. Dokazte, ze pifimky BP a AN jsou navzajem kolmé.

. Zapiseme vSechna pétimistna ¢isla, v nichz se kazda z ¢islic 4, 5, 6, 7, 8 vyskytuje prave
jednou. Pak jedno (libovolné z nich) skrtneme a vSechna zbyvajici se¢teme. Jaké jsou
mozné hodnoty ciferného souc¢tu takového vysledku?

Krajské kolo kategorie B se kond
v atery 5. dubna 2011

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tuloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu miize soutézici ziskat
6 bodtli, ispéSnym TreSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodu
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby,
skolni MF tabulky a kalkulatory bez grafického displeje. Tyto
udaje se zakium sdéli pred zahajenim soutéze.



60. roénik matematické olympiady

Reseni tloh krajského kola kategorie B

1. Pomoci rovnosti abc = 60, a + b+ ¢ = 15 dany vyraz (a + b)(a + ¢) upravime a pak
odhadneme na zakladé AG-nerovnosti pro dvojici hodnot a a 4/a:

(a+b)(a+c):a2+(b+c)a+bc:a2+(15_a).a+6§:

4 4
—15a+@:15(a+5> 315-2-,/a-5:60.

Nerovnost je dokazana. Rovnost nastane, pravé kdyz a = 4/a neboli a = 2. Ze vztahtu
b+c=15—a=13 a bc = 60/a = 30 mame {b,c} = {3,10}. Rovnost proto spliiuji pravé
dvé vyhovujici trojice (a, b, c), a to (2,3,10) a (2,10, 3).

Jiné reseni. Kromé rovnosti abc = 60, a + b + ¢ = 15 vyuzijeme AG-nerovnost pro
dvojici hodnot be a a(a + b+ c¢):

(a+b)(a+c)=bc+ala+b+c) 22 -\/bc-ala+b+c)=2V60-15= 60.

Rovnost nastane, pravé kdyz bc = a(a+b+c) neboli 60/a = 15a, odkud a = 2, takze zavér
je stejny jako v prvnim feSeni.

Za uplné reseni udélte 6 bodd. Za diikaz nerovnosti ud€lte 4b. Za zjisténi, kdy plati rovnost, pak dalsi 2b.

2. Protoze ¢islo a déli ¢islo b, 1ze psat b = ka, kde k je kladné celé c¢islo. Staci tedy najit
kladna celd ¢isla a, pro ktera existuje kladné celé ¢islo k takové, ze ¢islo 3a+4 je (kladnym)
nasobkem ¢isla ka + 1 (= b+ 1). Z této podminky dostavame nerovnost ka + 1 < 3a + 4,
z niz plyne k —3 =< (k — 3)a < 3, a tedy k£ < 6. Navic pro k = 3 je uz 2(ka+ 1) > 3a + 4
pro libovolné a = 1, takze miZe byt jediné ka + 1 = 3a + 4. Probereme vSech Sest moznosti
pro cislo k:

kE=1: a+1]|3a+4,aprotoze a+ 1| 3a+ 3, muselo by platit a + 1 | 1, coZ neni mozné,
nebof a +1 > 1.
k=2:2a+1|3a+4=(2a+1)+(a+3), tedy 2a+1 | a+ 3. Protoze vSak pro libovolné
prirozené a plati 2- (2a+1) > a+ 3, musi byt 2a+1 = a+ 3 neboli a = 2 a odtud
b=ka=4.
3a + 1 = 3a + 4, coz neni mozné.
4a+1=3a+4, tedy a =3, b =12.
b5a + 1 = 3a + 4, coz nespliiuje zadné celé a.
:6a+1=3a+4,tedy a=1,b=06.
Resemm jsou dvojice (1,6), (2,4) a (3,12).

Za Gplné feseni udélte 6 bodu. Za pouhé uvedeni vSech dvojic vyhovujicich zadani udélte 1b.
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3. Ze zadani plyne, ze |BM| = |CN|, |AC| = |BC| a |<xACN| = |<xCBM]| = 60°,
takze trojuhelniky ACN a CBM jsou shodné podle véty sus. Proto plati i [<ANC| =
= |xCM B|, takze ¢tytthelnik BNPM je tétivovy (thel ANC' je doplitkovym tihlem k thlu
AN B, ktery je protéjsim thlem k tthlu CM B ve zminéném ¢Ctyitahelniku, obr. 1).
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Oznacéme S stied strany AB daného rovnostranného trojuhelniku ABC'. Protoze
|SB| = 1|AB|, je |SB| : |[MB| = 3 : 2, a protoze je i |CB| : |[NB| = 3 : 2, jsou troj-
uhelniky SBC' a M BN podobné podle véty sus. Protoze tthel C'SB je pravy, musi byt
pravy i thel N M B. Kruznice opsané ¢tytthelniku BN PM je tak Thaletovou kruznici nad
primérem BN, a tudiz je pravy i thel BPN, coz jsme chtéli dokazat.

Za plné feseni udélte 6 bodl. Za odvozeni faktu, ze thel BM N je pravy (podobnost trojihelnikit SBC

a MBN) nebo za dtikaz toho, ze ¢tyfuhelnik BNPM je tétivovy, udélte 2b. Za netplné FeSeni (napft.
odvozeni obou pfedchozich tvrzeni bez dokonéeni diikazu) vsak neudélujte vice nez 3b.

4. Vysledny ciferny soucet je urcen jednoznacné a je jim cislo 33.

Pro vyfeSeni tulohy bude vyhodné nejprve zjistit soucet S vsSech pétimistnych cisel
obsahujicich kazdou z ¢islic 4, 5, 6, 7, 8. Téchto cisel je ziejmé prave tolik, kolik je rtiznych
poradi uvedenych péti ¢islic, tedy 5! = 120. Navic kazda z danych cislic se mezi témito
120 ¢isly objevuje rovnomérné v kazdém radu, tedy 24krat. Soucet S tak mizeme rozepsat
po jednotlivych fadech jako

S=10"(24-4+24-5+24-6+24-7+24-8) +
+10%-(24-44+24-54+24-6+24-7T+24-8)+...=
=24-(44+5+6+74+8) (10* +10° +102 + 10+ 1) =24 -30- 11 111.

Obratme nyni pozornost k moznym hodnotéam ciferného souctu ¢isla S — a, kde a
je pétimistné c¢islo zminéného tvaru, tedy a = 33333 + b, pficemz b je pétimistné cislo
obsahujici kazdou z cislic 1, 2, 3, 4, 5. Je tedy

S—a=11111-24-30 —a = 7999920 — 33333 — b = 7966 587 — b.

P1i odecitani cisla b vsak nedochazi v jednotlivych radech k prechodu pies desitku, proto
je ciferny soucet ¢isla S —a roven (7+9+6+6+5+8+7)—(1+2+3+4+5) =48—15=33
pro libovolné pétimistné ¢islo a obsahujici kazdou z cislic 4, 5, 6, 7, 8.

Za Gplné feseni udélte 6 bodu.



