Ve

Navody k domaci casti |. kola kategorie A

1. Oznacéme n soucet vsech desetimistnych cisel, kterd maji ve svém dekadickém zdpise
kaZdou z cislic 0,1,...,9. Zjistéte zbytek po déleni cisla n sedmdesdti sedmi.

NAVODNE A DOPLNUJict ULOHY:

N1.

N2.

N3.

D1.

D2.

Urcete pocet vSech desetimistnych cisel, ktera maji ve svém desitkovém zapise
kazdou z ¢islic 0, 1, ..., 9. [10! — 9]

Ucitel si mysli ¢islo. Zaktim prozradil, ze jeho &islo konéi &islici 6 a dava pri
déleni tfinacti zbytek 9. Urcete, jaky zbytek dava ucitelovo ¢islo pri déleni
¢islem 65. [Ué¢itelovo ¢islo n spliiuje n = 1 (mod 5), n = 9 (mod 13). Protoze
65 = 5-13, musi byt hledany zbytek z mnoziny {9,9+13,9426,9+39,9+52}.
Z téchto ¢isel jeding 9 + 52 = 61 dava spravny zbytek pii déleni péti.|
Dokazte, ze cislo s dekadickym zapisem apax_1 ...a1a9 dava pri déleni jede-
nacti stejny zbytek jako ¢&islo ag—ai +as—. ..+ (—1)*a. [Tvrzeni plyne z toho,
7e 10 = —1 (mod 11), tudiz 10¥ = (=1)* (mod 11).]

Dokazte, ze jestlize ¢isla a, b davaji pri déleni cislem d postupné zbytky u, v,
jsou zbytky cisel ab, uv pii déleni ¢islem d stejné.

Dokazte, ze zbytky ¢isel 1, 10, 102, 103, ... pii déleni libovolnym lich§m prvo-
¢islem rtiznym od 5 tvori periodickou posloupnost.

2. Na setkani bylo nékolik lidi. KaZdi dva, kteri se neznali, méli mezi ostatnimai pritom-
nymi prdvé dva spolecné zndmé. Ucastnici A a B se znali, ale neméli ani jednoho
spolecného zndmeho. Dokazte, Ze A i B méli mezi pritomnymi stejny pocet znd-
mych. Ukazte rovneéz, Ze na setkani mohlo byt pravé sest osob.

NAVODNE A DOPLNUJicI ULOHY:

N1.

D1.
D2.

D3.

Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, méli mezi ostatnimi
pritomnymi pravé jednoho spoleéného znamého. Nikdo se neznal se vSemi.
Ucastnici A a B se znali, ale neméli ani jednoho spole¢ného znamého. Dokaite,
ze na setkani byla osoba, kterd neznala A ani B. [Kdyby A nemél kromé B
zadného znamého, musel by kazdy znat B, coz nevyhovuje zadani. Proto A
ma kromé B aspon jednoho znamého X. Podobné B ma kromé A znamého Y.
Pritom X a Y se nemohou znat, proto museji mit spolecného znamého 7,
kterého nezna A ani B.]

Dokazte, ze rozlozeni na obr. Oa je jediné vyhovujici rozlozeni se Sesti osobami.
Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, méli mezi ostatnimi
pFitomnymi pravé ti% spoleéné znamé. Ucastnici A a B se znali, ale neméli ani
jednoho spole¢ného znamého. Dokazte, Zze A 1 B méli mezi pritomnymi stejny
pocet zndmych. [Ozna¢me M, mnoZinu zndmych ucastnika A ruznych od B
a Mp mnozinu znamych Gcastnika B riznych od A, m = |[Myl|, n = |[Mp|.
Ziejmé z kazdého vrcholu M4 vychézeji pravé dvé hrany do Mp a obracené,
z kazdého vrcholu Mg vychazeji pravé dvé hrany do M 4, takze 2m = 2n neboli
m=n.]

Ve skupiné n zakh se néktefi kamaradi. Vime, ze kazdy mé mezi ostatnimi
aspon ¢tyri kamarady. Ucitelka chce zaky rozdélit na dvé nejvysSe Ctyrclenné
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skupiny tak, aby kazdy mél ve své skupiné aspon jednoho kamarada. a) UkazZte,
ze v pripadé n = 7 lze zédky pozadovanym zpusobem vzdy rozdélit. b) Zjistéte,
zda lze zaky vzdy takto rozdélit i v ptipadé n = 8. [60-C-1-4]

3. Oznacme S stred kruznice vepsane, T tézisté a V prusecik vysek daného rovnora-
mennéeho trojuhelniku, ktery nent rovnostranny.
a) Dokazte, Ze bod S je vnitinim bodem usecky TV .
b) Urcete pomér délek stran daného trojuhelniku, je-li bod S stredem tusecky T'V .

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze v kazdém trojihelniku déli osa tthlu protilehlou stranu v poméru
stran pfilehlych. [Jestlize D je priseéik strany C'A a osy tthlu C BA, lze pomér g
obsaht trojuhelniki BC'D a BAD vyjadfit dvéma zptsoby: ¢ = |BC| : |BA|
(vysky z vrcholu D maji stejnou velikost) a zaroven ¢ = |CD| : |AD| (vysky
z vrcholu B splyvaji).|

N2. V rovnoramenném trojihelniku se zakladnou délky a a rameny délky b vy-
jadiete velikost poloméru ¢ vepsané kruznice. [p = 1av/4b? —a2/(a + 2b) =
= 1a\/(2b—a)/(2b + a)]

N3. Dokazte platnost souc¢tového vzorce tg(z +y) = (tgx +tgy)/(1 —tgx - tgy).

D1. Na odvésnach délek a, b pravouhlého trojihelniku lezi postupné stiedy dvou
kruznic k., ky. Obé kruznice se dotykaji pfepony a prochéazeji vrcholem proti
preponé. Poloméry uvedenych kruznic ozna¢me g,, g,. Urcete nejvétsi kladné
¢islo p takové, Ze nerovnost

1 1 1 1
Lekzied)
Ou  Ob a b

plati pro vSechny pravothlé trojuhelniky. [58—-A-II-2]

4. Necht p, q jsou dvé riznd prvocisla, m, n pFirozend c¢isla a soucet

mp—1+nq—1
q p

je celé cislo. Dokazte, Ze plati nerovnost

m n
Z 4>
q p

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Najdéte nékolik ¢tvetic m, n, p, ¢ vyhovujicich pfedpokladim zadani. [Vyho-
vuje libovolna ¢tvefice, pro niz jsou oba zlomky (mp — 1)/q, (ng — 1)/p celd
¢isla.

N2. Necht a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla. Dokazte, ze jestlize jsou a, b nesoudélné
aa|bejeal| c [Protoze (a,b) = 1, existuji cela ¢isla z, y takova, ze ax+by = 1.
Protoze a | be, existuje k takové, ze ak = be. Odtud aky = bcy = ¢(1 — ax),
tedy ¢ = a(ky + cx) neboli a | ¢.]

N3. Pro cela ¢isla a, b, ¢, d plati b | a + ¢, a | b+ d. Dokaite, ze ab | ad + be + cd.
[ab | (a +¢c)(b+d) = ab+ (ad + be + cd))
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D1. Urcete vsechna cela kladna cisla m, n takova, ze n déli 2m —1 a m déli 2n — 1.
[59-A-11-3]
D2. Urcete vSechny dvojice (m,n) kladnych celych éisel, pro které je ¢islo 4(mn+1)
délitelné &slem (m + n)2. [60-A-11-3]
D3. Najdéte vSechny trojice navzajem riznych prvocisel p, q, r splnujici nasledujici
podminky:
pla+r, qlr+2p, r|p+3q

[55-A-II1-5]

. Jsou dany dvé shodné kruznice ky, ko o poloméru rovném vzddlenosti jejich stredii.
Jejich priseciky oznacme A a B. Na kruznici ko zvolme bod C' tak, Ze usecka BC
protne kruznici k1 v bodé ruzném od B, ktery oznacime L. Primka AC' protne
kruznici k1 v bodé riuzném od A, ktery oznacime K. Dokazte, Ze primka, na niz
lezi téznice z vrcholu C' trojuhelniku K LC, prochdzi pevnym bodem nezdvislym na
poloze bodu C.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

N1. Dokazte, ze kazdy tétivovy lichobéznik je rovnoramenny. [Jestlize PQRS je
tétivovy lichobéznik se zakladnou PQ), ze st¥idavych uhla plyne |<QPR| =
= |&<SRP|. Obvodové thly nad tétivami QR, PS tedy maji stejnou velikost,
a proto museji byt tétivy QR, PS shodné. Jiny zplsob: Osa kazdé tétivy
prochazi stfedem kruznice, proto je osa strany P() totozna s osou strany RS
(jsou rovnobézné a prochazeji spoleénym bodem) a podle této osy jsou tsecky
PS, QR soumérné sdruzené, tedy shodné.]

N2. Dokazte, ze ve ¢tyfuhelniku se thlopricky navzajem puli, pravé kdyz to je
rovnobéznik. [Jestlize se v ¢tyFuhelniku ABC'D thlopficky pili v bodé S, jsou
trojuhelniky ABS, C DS shodné a ze stfidavych thlt AB || C'D, analogicky
BC || AD. Jestlize ABCD je rovnobéznik s prusecikem thlopticek S, plyne
ze stfidavych thli shodnost trojihelniki ABS, C'DS, tj. shodnost usecek B.S,
SD, resp. AS, SC|

D1. Je dan tétivovy ctyruhelnik ABC D. Dokazte, Ze spojnice pruseciku vysek troj-
thelniku ABC' s prisecikem vysek trojuhelniku ABD je rovnobézna s piim-
kou CD. [58-A-1-2]

D2. Je dana kruznice k s tétivou AC, ktera neni primérem. Na jeji tecné vedené
bodem A zvolime bod X # A a ozna¢ime D prusecik kruznice k s vniti-
kem tsecky XC (pokud existuje). Trojihelnik AC'D doplnime na lichobéznik
ABCD vepsany do kruznice k. Urcete mnozinu prusecnikt primek BC a AD
odpovidajicich vSem takovym lichobéznikim. [59-A-II114|

. Najdéte nejvetsi realne cislo k takove, Ze nerovnost

2(a? + kab + b?)
(k+2)(a+0b) 2 Vab

plati pro vsechny dvojice kladnych redlnych cisel a, b.
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NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

N1.

N2.

D1.

D2.

Urcete, jaké hodnoty nabyvéa vyraz x+1/x pro x > 0. [Protoze (v/x—1/y/z)% =
= 0, mame z + 1/z = 2. Rovnost nastava pro x = 1. Vyraz nabyde i vSechny
hodnoty vétsi nez 2, protoZe rovnice x + 1/ = p ma pro p > 2 dva kladné
kofeny %p + %\/p2 —4]

Urcéete vSechny hodnoty parametru p, pro které kvadratickd funkce f(z) =
= 22 +px +p— 1 nabyva v oboru kladnych ¢&isel jen kladnych hodnot. [Protoze
f(x) =(x+1)(z +p—1), jsou kofeny funkce —1 a 1 — p. Dand podminka je
splnéna, pravé kdyz ani jeden z kofenii neni kladny, tedy pravé kdyz p = 1.]
Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

2(a*+3ab+b?) _a+b
Vab < <
W=""5ary T 2

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy se méni v rovnost. [59—C—I-5]
Dokazte, ze pro libovolna rizna kladna cisla a, b plati

a+b - 2(a® + ab + b?) - [a? + b2
2 3(a+0) 2

[58-C-1-6]



