61. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &3sti kolniho kola kategorie A

1. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic

y+ 3z = 423,
x + 3y = 41°.

2. V roviné uvazujme lichobéznik ABCD se zékladnami AB a C'D a oznac¢me M stied
jeho uhlopricky AC. Dokazte, ze plati: Maji-li trojuhelniky ABM a ACD stejné
obsahy, jsou ptimky DM a BC' rovnobézné.

3. Najdéte vSechna piirozend ¢isla n, pro kterd je soucin (2™ 4 1)(3™ + 2) délitelny
Cislem 5™.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie A se kona
v utery 6. prosince 2011

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zak, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomitcky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



61. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tloh klauzurni c¢asti skolniho kola kategorie A
1. Sectenim, resp. odectenim obou rovnic a Gpravou dostaneme

Az +y) =42 + %),
2z —y) = 4(z° — o),

neboli ) )
r+y=(r+y)(z°—zy+y°),

v—y=(z—y)(a®+azy+y°).

(1)

Jestlize x+y = 0, dostaneme dosazenim y = —x naptiklad do prvni rovnice ptivodni
soustavy 2z = 4x3, tedy po tpravé z(2z2 —1) = 0. Tato rovnice mé ziejmé kofeny z = 0
ar= i%\/i, dostavame tak t¥i Feseni soustavy: usporadané dvojice (0,0), (%\/5, —%\/5)
a (—3v2,3V2).

Jestlize z — y = 0, dostaneme dosazenim y = z do prvni rovnice 4z = 423, tedy
z(x? — 1) = 0. Tato rovnice mé zfejmé kofeny x = 0 a # = +1. Pro z = 0 dostaneme
uz dfive objevené feSeni (0,0), pro x = +1 ziskdme dalsi dvé feSeni soustavy (1,1) a
(—1,-1).

Zbyva rozebrat pripad, kdy jsou oba vyrazy x4+, x —y nenulové. Za této podminky
miizeme rovnice odvozené na zacatku uvedenymi vyrazy vydélit, nacez dostaneme sou-
stavu rovnic

1= —ay+y°,
1 2 2 (2)
5= +xy+y".
Jejich séitanim, resp. odéitanim vyjde z2 + 3% = % azry = —i. Dostavame tak
2 _ 2 2 _3_1_1
(z+y) =2"+y +2zy=5-3=1,
tedy x +y = % nebo z +y = —%. Hodnoty neznamych z, y umime potom uréit (podle
Vietovych vztahi) feSenim kvadratickych rovnic
2 1 1 _ 2,1 1 _
t—it—z—o, resp. t+§t—z—0

Protoze jejich kofeny jsou tq o = ij: i\/g, resp. 34 = —}l

dané soustavy: (t1,t2), (t2,t1), (t3,t4), (ta,13).

+ %\/5, dostavame ctyri feseni

Zaver. Soustava méa celkem 9 riznych feseni, jsou jimi usporadané dvojice

0.0 (3v2.-3V8). (-3V21V2). (1), (-1-1),
(4 +1V5.1-1V6), (1-1V6.3+1v5) ®)
(-}+1V5.-1 = 1VB), (-1 - 15—} +1v6)

Z uvedeného postupu plyne, ze vSechny dvojice splnuji ptivodni soustavu, zkouska
proto neni nutna.



Jiné feseni. Necht (z,y) je feSenim dané soustavy. Kdyby bylo |z| > 1, vyjde
z prvni rovnice |y| = |x||[42? — 3| > |z|, nebot 422 —3 > 1. Budeme tedy mit |y| > |z| > 1
a z druhé rovnice pak diky odvozené nerovnosti |y| > 1 Gplné stejné odvodime |z| > |y,
coz dava spor. Proto —1 < = < 1 a v intervalu (0, ) existuje ¢t takové, ze © = cost.
Dosazenim do prvni rovnice dostaneme y = 4cos®t — 3cost = cos 3t,! z druhé potom
podobné x = 4cos®3t — 3cos3t = cos9t. Musi proto platit cost = cos9t, odkud po
Uuprave

cost —cos9t =0,
9+t 9t —t
2sin i sin =0,
2 2

sin 5t sin 4t = 0. (4)

Posledni rovnost je splnéna, pravé kdyz 5t nebo 4t je nasobkem cisla ©. To spolu
s podminkou 0 < ¢ < 7 dava TfeSeni tvaru (cost, cos 3t) pro

1_1_2_1_3_3_ 4
te {0, BT, TG £ 5T BT, T, gn,n} .

Ani v tomto pripadé neni zkouska nutna.

Jiné FeSeni. Vyjadienim y = 422 — 3x z prvni rovnice a dosazenim za y do druhé
postupné dostaneme

x + 3(42° — 32) = 4(42® — 32)3,
2562° — 57627 + 4322° — 12023 + 8z = 0, (5)
x(322% — 7225 + 542* — 152% + 1) = 0.

Mnohoélen v zévorce po substituci 2? = z piejde v mnohoc¢len ¢étvrtého stupné
322* — 7223 + 5422 — 152 + 1, ktery miizeme rozlozit na souéin tak, Ze uhodneme jeho
koteny z =1a z = % a nasledné ho vydélime pfislusnymi kofenovymi ¢initeli. Odvozena

rovnice pro neznamou z tak ptrejde do tvaru
2z(2® — 1)(z® — 3)(162* — 122> + 1) = 0.

Vyiesenim bikvadratické rovnice 16x* — 1222 + 1 = 0 (napiiklad substituci 2? = 2) uz
snadno ur¢ime vSechna feSeni. Jsou jimi

ve {0, #1, £1v2, /3 + 1v5}

(jen je nutné se presvéddit, ze vyraz pod odmocninou je pro obé znaménka kladny). Ke
kazdé z uvedenych deviti hodnot = uZ snadno dopocitame feseni tvaru (w423 — 3x),
zkouska opét vzhledem k uvedenému postupu neni nutna.

Za Uplné feSeni udélte 6 bodd, a to 1 v piipadé, ze feSeni nejsou uvedena piesné ve tvaru (3); stacii tvar

jako pfi druhém anebo tfetim uvedeném postupu anebo jakykoli jiny podobny zapis obsahujici vSech
9 Teseni.

1 Na odvozeni rovnosti cos 3t = 4 cos® t — 3 cos t sta¢i pouzit zndmy vzorec cos(a +b) = cosacosb —
— sinasinb.



Pfi postupu jako v prvnim uvedeném feseni dejte po jednom bodu za kazdy z rozkladii v (1) a po
jednom bodu za rozbor situace x +y = 0, resp. £ —y = 0, dohromady vsak nejvyse 3 body. Ctvrty bod
dejte za prepis do soustavy (2), paty bod za uréeni obou hodnot = + y = % axy = —i a Sesty bod za
spravné vyreseni kvadratickych rovnic.

Pii druhém postupu dejte 1 bod za ditkaz, ze —1 < x < 1, dalsi bod dejte za substituci = cost.
Treti bod je za odvozeni y = cos 3t, ¢tvrty bod za rovnici cost = cos 9t a posledni 2 body za jeji uplné
vyteseni v intervalu (0, %) (tyto 2 body je mozno rozdélit, nap¥. za odvozeni (4) bez nésledného vyfeseni
je mozno udélit paty bod).

P¥i tfetim postupu jen za vyjadieni y = 423 — 3z a dosazeni do druhé rovnice bez dalsi tpravy
nedavejte zadny bod — prvni bod dejte az za bezchybnou Gpravu na tvar (5). Po jednom bodu dejte za
nalezeni kazdého z &initeli , (22 — 1), (22 — %) (resp. za nalezeni p¥Fislusnych kofent a snizeni stupné
mnohoélenu, jehoz kofeny hleddme). Posledni dva body dejte za vyfeSeni bikvadratické rovnice.

Jestlize zak (pfi jakémkoli spravném postupu) nenajde vSech 9 feSeni, dejte nejvyse 5 bodi. Tolik
dejte i v pfipadg, ze zak Fesi soustavu disledkovymi (neekvivalentnimi) ipravami (tj. z jeho postupu
jednoduse nevyplyvéa, ze nalezend feseni vskutku spliiuji ptivodni soustavu), najde vSechna FeSeni, ale
neudéla zkousku. (Bod za chybéjici zkousku strhnéte jen v pfipadé, Ze jinak je postup bezchybny.)

2. Usec¢ka BM je té&nici trojuhelniku ABC (obr. 1), déli ho tedy na dva trojtihel-
niky se stejnym obsahem. Podle zadani méa jeden z téchto trojihelniki stejny obsah jako
trojuhelnik AC'D. Proto mé trojuhelnik ABC' dvakrat vétsi obsah nez trojihelnik ACD.
Oba trojuhelniky maji pfitom shodné vysky na strany AB resp. C'D (shodné s vyskou
uvazovaného lichobézniku). S ohledem na jejich obsahy tedy plati |AB| = 2|CD|.

E D C
%
A B

Obr. 1

Na pfimce C'D uvazujme takovy bod F, ze D je stiedem tsecky C'E. Z odvozené
rovnosti |AB| = 2|C'D| plyne shodnost tseéek CE a AB. Ctyfihelnik ABCE je proto
rovnobéznik a bod M (jako stfed jeho thlopficky AC') je soucasné stiedem i jeho tihlo-
piicky BE. Use¢ka DM je tedy stiedni p¥ickou trojthelniku BCE, je tudiz rovnobézna
s jeho stranou BC, coz jsme chtéli dokazat.

Poznamka. Rovnobéznost pfimek DM a BC' 1ze obdobné dokézat vyuzitim stfedu F
zékladny AB uvazovaného lichobézniku ABC'D (tim vznikne rovnobéznik AFCD).

Za uplné feseni udélte 6 bodd, z toho 1 bod za pozorovani, ze trojuhelnik ABC ma oproti trojuhelniku
ACD dvojnasobny obsah (¢i analogicky trojuhelniky AFM a CDM maji stejné obsahy), dalsi 2 body
za odvozeni rovnosti |AB| = 2|CD| (anebo rovnosti |AF'| = |C D] plynouci z toho, Ze trojuhelniky AF M

a CDM maji shodné vysky z vrcholu M), 1 bod za objev rovnobézniku ABCFE (anebo rovnobézniku
AFCD) a posledni bod za dtikaz rovnobéznosti DM, BC.



3. Zkoumejme, pro které hodnoty n jsou jednotlivé ¢initele zadaného soucinu dé-
litelné péti. VypiSme cinitele pro malé hodnoty n a vypisSme téz jejich zbytky pfi déleni
péti:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
2" 41 3 5 9 17 | 33 | 65 | 129 | 257

zbytek po déleni 5 3 0 4 2 3 0 4 2
3"+ 2 5 11 | 29 | 83 | 245 | 731 |2189|6563

zbytek po déleni 5 0 1 4 3 0 1 4 3

Jak lze uhodnout z tabulky, posloupnost zbytkit cinitele 2" 4 1 pii déleni péti je
tvorena ctverici 3, 0, 4, 2, jez se periodicky opakuje. Dokazat to miizeme naptiklad tak,
ze ukazeme, Ze ¢isla 2" 41 a 2" 4+ 1 d4vaji pro kazdé pfirozené n pii déleni péti stejny
zbytek, tedy ze jejich rozdil je délitelny péti:

Mty — @41y =2t —n =2n (2t — 1) =5.3. 2",

Podobné posloupnost zbytki ¢initele 3™ + 2 pti déleni péti tvori periodicky se opakujici
¢tverice 0, 1, 4, 3, nebot rozdil

(3" 42) - (3" 4+2)=3"" 3" =3"(3* - 1) =5-16-3"

je pro kazdé prirozené n délitelny péti.

Z uvedeného plyne, ze 2" 41 je délitelné péti jen pron = 2,6, 10, .. ., zatimco 3" +2

je délitelné péti jen pron = 1,5,9, .. ., takze pro zadné n nejsou péti delitelné oba cCinitele
daného souc¢inu. Aby byl tedy soucin délitelny ¢islem 5", musi jim byt délitelny jeden
z Cinitelt. AvSak pro kazdé n = 2 je ziejmé 5" > 3™ + 2 a téz 5™ > 2™ + 1, takze 5"
nemiize délit ani jednoho z obou ¢initeli. Jediné pro n = 1 mame 5' = 3! + 2. Proto
jediné vyhovujici ¢islo je n = 1.
Za Uplné feseni udélte 6 bodt. Po jednom bodu (dohromady dva body) dejte za objev posloupnosti
zbytkl po déleni péti pro kazdy éinitel (body udélte i v p¥ipadé, ze fesitel jen bez dikazu prohlési, ze
posloupnosti jsou periodické, nebot tato skuteénost je dostateéné evidentni a zndma), resp. za jakékoli
spravné zdavodnéni, ze 5 | 2™ + 1 jen pro n tvaru 4k + 2 a 5 | 3" + 2 jen pro n tvaru 4k + 1. Dalsi dva
body dejte za tivahu, Ze 5" musi délit jednoho z &initelti; paty bod dejte za zdtvodnéni, %e pro n = 2
to neni mozné (pfitom zfejmé nerovnosti 5" > 3" +2a5™ > 2" +1 neni nutné zdtivodiiovat); posledni
bod pak za uvedeni spravné odpovédi n = 1. Z&ak, ktery bez jakéhokoli zdtivodnéni jen prohlasi, Ze
jediné vyhovujici je n = 1, dostane 1 bod. Jestlize zak povazuje za prirozené ¢islo i n = 0 a uvede ho
téz v odpovédi, body nestrhavejte.



