61. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy klauzurni &sti kolniho kola kategorie C

1. Najdéte vSechny dvojice pfirozenych cisel a, b, pro néz plati rovnost mnozin
{a ) [av b]a b- (av b)} = {457 180}7

kde (z,y) a [z, y] zna¢i po Fadé nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény nasobek
Cisel x a y.

2. Oznacme S stied zakladny AB daného rovnoramenného trojuhelniku ABC'. Pted-
pokladejme, ze kruznice vepsané trojuhelnikim AC'S, BC'S se dotykaji piimky AB
v bodech, které déli zakladnu AB na tfi shodné dily. Vypoctéte pomér |AB| : |CS]|.

3. Necht realna ¢isla p, ¢, r, s vyhovuji rovnicim
p2+q2+r2+82 =4 a pg+rs=1.

Dokazte, ze néktera dvé z téchto ctyr Cisel se lisi nejvyse o 1 a néktera dvé se lisi
nejméne o 1.

Klauzurni ¢ast skolniho kola kategorie C se kona
ve Ctvrtek 26. ledna 2012

tak, aby zacala dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym reSitelem je ten zak, ktery ziskd 10 boda
nebo vice. Povolené pomiticky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



61. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh klauzurni é4sti skolntho kola kategorie C

1. 7 dané rovnosti predné plyne, Ze ¢islo b je liché (jinak by obé ¢isla nalevo byla
sudd), a tedy ¢islo a je sudé (jinak by obé ¢isla nalevo byla lichd). Rovnost mnozin proto
musi byt splnéna nasledovné:

a-la,b] =180 a b-(a,b) =45. (1)

Protoze &islo a déli ¢islo [a, b], je ¢islo 180 = 22-32.5 délitelné druhou mocninou (sudého)
¢isla a, takze musi platit bud a = 2, nebo a = 6. V piipadé a = 2 (s pfihlédnutim k tomu,
ze b je liché) plati

a-la,b] =2-[2,b] =2-2b=4b,

coz znamend, ze prvni rovnost v (1) je splnéna jediné pro b = 45. Tehdy b - (a,b) = 45 -
- (2,45) = 45, takzZe je splnéna i druhé rovnost v (1), a proto dvojice a = 2, b = 45 je
feSenim tulohy.

V ptipadé a = 6 podobné dostaneme

a-[a,b]=6-[6,b] =6-2-[3,b =12 [3,b],

coz znamena, ze prvini rovnost v (1) je splnéna, pravé kdyz [3,b] = 15. Tomu vyhovuji
jediné hodnoty b = 5 a b = 15. Z nich vSak pouze hodnota b = 15 spliuje druhou rovnost
v (1), kterad je nyni tvaru b - (6,b) = 45. Druhym feSenim tlohy je tedy dvojice a = 6,
b = 15, zddné dalsi feSeni neexistuji.

Odpovéd: Hledané dvojice jsou dvé, a to a =2, b=45a a =6, b = 15.

Jiné FesSeni. Oznacme d = (a,b). Pak a = ud a b = vd, kde u,v jsou nesoudélna
pfirozena ¢isla, takze [a, b] = uvd. Z rovnosti

a-la,b] =ud-uwvd =v?vd®> a b-(a,b)=vd-d=uvd

vidime, Ze &islo a- [a, b] je u?-nasobkem ¢isla b- (a, b), takze zadana rovnost mnozin miize
byt splnéna jediné tak, jak jsme zapsali vztahy (1) v pavodnim feSeni. Ty nyni mizeme
vyjadrit rovnostmi

uwvd® =180 a wvd® = 45.

Plati proto u? = % = 4 neboli u = 2. Z rovnosti vd®> = 45 = 32 - 5 plyne, ze je bud
d =1 (av=45), nebo je d =3 (a v =5). V prvnim pfipadé a = ud = 2-1 = 2
ab=vd=45-1=45vedruhéma=ud=2-3=6ab=vd=5 -3 =15.

Poznamka. Protoze ze zadané rovnosti okamzité plyne, ze obé ¢isla a, b jsou déliteli
¢isla 180 (takovym délitelem je dokonce i jejich nejmensi spoleény nasobek [a,b]), je
mozné podat Uplné feSeni riznymi jinymi cestami, zalozenymi na testovani konecné
mnoha dvojic konkrétnich ¢isel a a b. Postup tohoto druhu urychlime, kdyz predem
zjistime nékteré nutné podminky, jez musi ¢isla a, b splnovat. Tak naptiklad upresnéni
rovnosti mnozin na dvojici rovnosti (1) lze (i bez uziti avahy o parité ¢éisel a, b) vysvétlit



obecnym postiehem: soucin a - [a, b] je vZdy délitelny soucinem b - (a,b), protoze jejich
podil lze zapsat ve tvaru

a-la,b]  a |a,b

b-(a,b) (a,b) b’
tedy jako soucin dvou celych cisel.

Za 1plné teSeni udélte 6 bodu. Chybi-li zdivodnéni rovnosti (1) v jinak Gplném feseni (argumenty
(a,b) < [a,b] & (a,b) | [a,b] samy nestaci), strhnéte 1 bod. Za nalezeni obou vyhovujicich dvojic (tfeba
uhodnutim) udélte 1 bod, dalsi (nejvyse 3) body pak podle kvality podaného postupu hledéani, zejména
jeho systematic¢nosti.

2. Diky soumérnosti podle pfimky C'S se obé vepsané kruznice dotykaji vysky CS
ve stejném bodé, ktery oznacime D. Body dotyku téchto kruznic s tseckami AS, BS,
AC, BC oznadime po fadé E, F, G, H (obr.1). Pro vyjadfeni vSech potiebnych délek
jesté zavedeme oznaceni z = |SD| ay = |CD|.

)

A 2 E=® ST F 2 B
Obr. 1

S ohledem na symetrii tecen z daného bodu k dané kruznici plati rovnosti
|ISD| = |SE|=|SF|=x a |CD|=|CG|=|CH|=y.

Usecka EF mé proto délku 2z, jez je podle zadani rovnéz délkou usecek AE a BF,
a tedy i délkou useéek AG a BH (opét diky symetrii tecen). Odtud jiz bezprostiedné
plynou rovnosti

|AB| = 6x, |AC|=|BC|=2z+y a |[CS|=x+y.

Zavislost mezi délkami x a y zjistime uzitim Pythagorovy véty pro pravouhly troj-
thelnik AC'S (s odvésnou AS délky 3z):

2z +y)? = (32)* + (z + )%
Roznésobenim a dal$imi tpravami odtud dostaneme (z a y jsou kladné hodnoty)

422 +493y+y2 =922 + 2% + 2xy + y2,
2y = 622,
y = 3x.



Hledany pomér tak mé hodnotu
|AB|: |CS|=6z: (x+y)=06x:4x=3:2.

Poznamenejme, ze prakticky stejny postup celého reseni lze zapsat i pti standardnim
oznaceni ¢ = |AB| a v = |CS|. Protoze podle zadani plati |AE| = ic, a tudiz |SE| = g,
z rovnosti |SD| = |SE| plyne |CD| = |CS| — |SD| = v — %¢, odkud

AC| = |AG| + |CG| = |AE| +CD| = be + (v — ) = v + e,

takze z Pythagorovy véty pro trojihelnik AC'S
(v+ 2¢)® = (30)* +0?

vychéazi 3v = 2c neboli c: v =3 : 2.

Za uplné feseni udélte 6 bodi. Za vyjadfeni potiebnych délek pomoci dvou parametri (z,y nebo ¢, v)
udélte 3 body, dalsi 2 body pfidejte za efektivni vyuziti Pythagorovy véty a 1 bod za kone¢né urceni
hledaného pomeéru.

3. Druhé ze zadanych rovnic napovida, ze bychom méli zkoumat odchylky cisel ve
dvojicich p, ¢ a r, s. Pro soucet druhych mocnin téchto odchylek plati

p—q)P+(r—352=P+F +r°+s%) —2(pg+rs) =4—-2-1=2.

Je-li ovsem soucet dvou redlnych ¢isel roven ¢islu 2, nemohou byt oba sc¢itanci ani vétsi
nez 1, ani mensi nez 1. Jedno z ¢isel (p — )2, (r — 5)? je tedy nejvyse 1 a jedno je
nejméné 1. Totéz pak platii o ¢islech |p — q| a |r — s|, coz jsme chtéli dokazat.

Za tplné Feseni udélte 6 bodii. Uréeni souétu (p —q)? + (r — s)2 oceiite 4 body. Pokud fesitel pfi spravné

Guvaze udini zavér o éislech p — ¢ a r — s bez absolutnich hodnot (a nepoznamend pfitom, Ze lze bez
Uujmy predpokladat p = q a r = s), strhnéte 1 bod.



