61. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie A

. Oznacme S,, soucet vsech n-mistnych ¢isel, jejichz desitkovy zapis obsahuje pouze
Cislice 1, 2, 3, kazdou asporti jednou. Najdéte vSechna celd n = 3, pro néz je ¢islo S,
délitelné sedmi.

. Je dano celé cislo a vétsi nez 1. Najdéte aritmetickou posloupnost s prvnim cle-
nem a, jez obsahuje pravé dvé z &isel a2, a3, a*, a® a ma co nejvétsi diferenci.
(Nepfedpokladame, ze diference je nutné celociselna.)

. Do kruZnice je vepsan Sestitthelnik ABCDEF, v némz plati AB 1L BD, |BC| =
= |EF|. Pfedpokladejme, ze piimky BC, EF protnou polopfimku AD postupné
v bodech P, ). Ozna¢me S stfed uhlopticky AD a K, L stfedy kruznic vepsanych
trojuhelnikim BPS, EQS. Dokazte, ze trojuhelnik K LD je pravouhly.

. Predpokladejme, Ze pro kladné realnd ¢isla a, b, ¢, d plati
ab+cd=ac+bd=4 a ad+ bc=05.

Najdéte nejmensi moznou hodnotu souctu a + b + ¢+ d a zjistéte, které vyhovujici
¢tverice a, b, ¢, d ji dosahuji.

Krajské kolo kategorie A se kona
v atery 17. ledna 2012

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny ¢istého casu. Za kazdou tlohu muze soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym feSitelem je ten zak, ktery ziska 10 bodu
nebo vice. Povolené pomiicky jsou psaci a rysovaci potieby
a skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



61. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie A

1. Soucet 5, najdeme tak, ze zjistime, kolikrat se ktera cislice naléza ve vSech
uvazovanych ¢islech na misté jednotek, desitek, stovek atd. Potom urcime, jaky je ,,pTi-
spévek” jednotlivych cislic do celkového souctu.

Jestlize je ¢islice 1 na misté jednotek, mtizeme zbylych n — 1 pozic zaplnit 3" ! zpii-
soby (pro kazdou pozici mame t¥i moznosti). Takto jsme ale bohuzel zapoditali i ¢isla
slozena jen z jednicek a dvojek, tedy cisla neobsahujici asporn jednu Cislici 3; téch je
ziejmé 2"~ 1. Podobné nechceme zapoditat ani ¢isla sloZend jen z jednicek a trojek, kte-
rych je rovnéz 2" 1. (Stale pocitame s ¢islici 1 na misté jednotek.)! Protoze ¢islo slozené
ze samych jedni¢ek se nalézd v obou nespravné zapocitanych skupinich (a zadné jiné
takové ¢islo neni), zapocitali jsme navic 2 - 2771 — 1 ¢isel. Cislice 1 se tedy na misté
jednotek naléza k-krat, kde k = 3"t — (2.2"71 —1) =371 — 27 4+ 1.

Stejnékrat se naléza ¢islice 1 i na kazdé dalsi pozici (za stejnych podminek zapl-
nujeme vzdy n — 1 zbylych pozic). Pro pfispévek p ¢islice 1 do celkového souctu proto
plati

10" —1
p:k+10k+100k+...+10"*1k=(1+10+100+...+10”*1)k::Tk.

Prispévek cislice 2, resp. 3 je ziejmé dvakrat, resp. tiikrat vetsi nez prispévek cis-
lice 1, protoze na jednotlivych pozicich se obé tyto cislice objevi stejné casto jako cislice 1.
Dohromady mame

10" —1 2
Sn=p+2p+3p:6p:6-Tk:g(lO”—l)(3”_1—2”+1).

Toto cislo je délitelné prvocislem 7, pravé kdyz je jim délitelny aspon jeden z cinitel
10" — 1, 371 — 27 + 1 (¢initel % délitelnost sedmi zfejmé neovlivni). VypiSeme cinitele
pro malé hodnoty n a vypiSeme téz jejich zbytky pti déleni sedmi.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
10" -1 9 99 999 | 9999 |99999 [999999| ...
zbytek pti déleni 7 2 1 5 3 4 0 2 1
gn-l_2m 41 0 0 2 12 50 180 602 | 1932
zbytek pfi déleni 7 0 0 2 5 1 ) 0 0

Jak miizeme z tabulky uhadnout, posloupnost zbytki cinitele 10™ — 1 pii déleni
sedmi je tvofena Sestici 2, 1, 5, 3, 4, 0, ktera se periodicky opakuje.? Dokézat to miizeme
napiiklad tak, ze ukdZeme, Ze ¢isla 10" — 1 a 10716 — 1 davaji pro kazdé pfirozené n pii
déleni sedmi stejny zbytek, tedy zZe jejich rozdil je délitelny sedmi:

(10"6 — 1) — (10™ — 1) = 10™"® — 10" = 10"(10° — 1) = 7 - 142857 - 10"

1 (isla majici na zbylych n — 1 mistech jen dvojky a trojky zapodcitavat budeme, protoze pozado-
vanou aspon jednu ¢islici 1 uz maji na misté jednotek.

2 P§i vypliiovani tabulky nemusime pracné délit sedmi é&isla 10" — 1. Staéi vyuzit, ze 107+1 dava
pri déleni sedmi stejny zbytek nez 10-nasobek zbytku cisla 10™.



(Pti posledni tpravé je moZzno se vyhnout pfimému déleni a konstatovat, Ze z malé
Fermatovy véty plyne 7 | 10° — 1.)

Posloupnost zbytkt ¢&initele 3"~! — 2" 4+ 1 pii déleni sedmi je rovnéz periodicka
a tvori ji opakujici se Sestice 0, 0, 2, 5, 1, 5, protoze rozdil

(3n+5 - 2n+6 4 1) o (3n—1 o 2n + 1) — (3n+5 - 3n—1) o (2n+6 - 2n) —
=37 130 —1)—2"(2° - 1)=7-(104-3""1 —9.2")

je pro kazdé prirozené n délitelny sedmi.

Z uvedeného plyne, ze S,, je délitelné sedmi pravé pro ta pfirozené ¢isla n =
ktera je mozno zapsat ve tvaru 6m, 6m + 1 anebo 6m + 2 pro néjaké pfirozené c¢islo
tedy pro cisla n davajici pti déleni Sesti zbytek 0, 1 nebo 2.

3,
m,

Za uplné feseni udeélte 6 bodl. Za odvozeni vzorce pro vypocet Sy, dejte 3 body; za kompletni analyzu,
pro které n je 10™ — 1, resp. 3"~1 — 27 4 1 délitelné sedmi, dejte 1 bod, resp. 2 body.

Pfi analyze vyrazu 10™ —1 udélte bod i v pripadé, ze fesitel jen bez dikazu prohlasi, ze posloupnost
zbytki je periodickd od prvniho opakujiciho se ¢lenu, nebot tato skute¢nost je dostate¢né evidentni
a zndma. P¥i vyraze 3" 1 — 2" + 1 je periodi¢nost s periodou délky 6 nutné zdtivodnit (napt. tak, jak
je uvedeno v feSeni, anebo samostatnou analyzou zbytkiti jednotlivi’ch mocnin 37"~! a 2"), bez toho
z uvedenych dvou bodt jeden strhnéte.

Jestlize zédk nespravné odvodi vzorec pro Sy tak, Ze zapocita i ¢isla slozend jen ze dvou ruznych
éislic, tj. pracuje se vztahem S, = %(10” — 1)377 1, za prvni ¢ast udélte 1 bod (za spravné uréeni
jednotlivych prispévki, resp. jiné odvozeni tohoto vztahu) a za druhou &ast téz 1 bod (za spravnou
analyzu délitelnosti sedmi vyrazu 10™ — 1), dohromady tedy nejvyse 2 body.

Jestlize zak odvodi vzorec ve tvaru Sp = 2(10™ — 1)(3"~1 — 2™) (tj. nespravné aplikuje princip
inkluze a exkluze tim, Ze zapomene pfipocitat 1) a ten déle spravné analyzuje, dejte za prvni ¢ast 1 bod
a za druhou 2 body (po jednom za kazdého ¢initele), tedy dohromady nejvyse 3 body.

2. Aritmetickd posloupnost A s prvnim ¢lenem a a kladnou diferenci d obsahuje

pravé ta z éisel a?, a, a*, a®, pro ktera je ptislusny rozdil

a® —a=ala—1),

a® —a=ala—1)(a :

) _( 1)( 2+1) )
a*—a=uala—1)(a*+a+1),

a® —a=ala—1)(a+1)(a*+1)

celym nasobkem é&isla d. Predpokladejme, Ze A obsahuje pravé dvé z é&isel a2, a?, a*, a®.

Jestlize a® € A, je prvni rozdil a(a — 1) celym nasobkem d. Protoze ¢islo a je celé,
jsou i zbylé t¥i rozdily v (1) (které jsou zfejmé celoc¢iselnymi nasobky prvniho rozdilu)
celymi nasobky d. To vsak znamend, Ze A obsahuje vechna &isla a?, a2, a*, a®, coz
odporuje pozadavkéim tlohy. Proto a? ¢ A, tudiz A obsahuje pravé dvé z &isel a®,
a*, a®.

Jestlize a® ¢ A neboli a*,a® € A, jsou oba vyrazy

a* —a a’ —a

d ’ d

celociselné. Potom je celym cislem i jejich kombinace

tedy a? € A, coz vede, jak uz vime, ke sporu. Proto a® € A.



Dokézali jsme, Ze hledan4 aritmeticka posloupnost A musi obsahovat ¢&islo a3. Pro
jeji diferenci d pak plati odhad d < a® — a, pficem# rovnost nastane (tj. diference bude
nejvétsi) v pripadé, ze a® je jejim druhym ¢Elenem. Aritmetickd posloupnost s prvnim
¢lenem a a diferenci d = a® — a urcité neobsahuje é&islo a2, obsahuje a® a obsahuje
ia+ (a®+1)(a® —a) = a®. Stadi uz jen ovetit, ze neobsahuje a*. To plyne z toho?, 7e
vyraz

at—a a*—a a2+a—|—1_ 1

a—+
d a® —a a+1 a+1
neni celym cislem pro zadné kladné celé ¢islo a.

Zaver. Hledana posloupnost je aritmetickd posloupnost s prvnim ¢lenem a a dife-
renci d = a3 — a.

Poznamka. Jestlize uhodneme vysledek a ukazeme, Ze posloupnost s diferenci d =
= a® — a obsahuje a?, a® a neobsahuje a2, a*, sta¢i uz na dokonéeni feseni ukazat jen
to, ze diference z4dné vyhovujici posloupnosti A nemfize byt vétsi nez a® — a. Kdyby

vétsi byla, nemohla by posloupnost A obsahovat a? ani a, a musela by tedy obsahovat

a* i a®. Odtud stejné jako v uvedeném feseni miizeme odvodit a? € A, éimz dojdeme

ke sporu.

Za Gplné feseni udélte 6 bodti. Jestlize 74k spravné odvodi odhad d < a3 — a a uvede, Ze nejvétsi mozna
diference je a® — a, ale neukaze, ze posloupnost s touto diferenci vyhovuje, dejte jen 4 body. Dalsi 1 bod
dejte az za ovéfeni, ze v tomto ptipadé a® € A, resp. 1 bod za diikaz, ze a* ¢ A.

Jestlize naopak zak ukaze, ze posloupnost s diferenci a® — a obsahuje a3, a®
ale nevysvétli, pro¢ diference nemutze byt vétsi, dejte jen 3 body.

V ptipadé, ze se fesitel nedostane k tivaham o diferenci a® — a, dejte 1 bod za dtkaz, ze a? ¢ A
(tj. za diikaz implikace a®? € A = a3,a*,a® € A), 1 bod za ditkkaz implikace a® € A = a® € A
a 3 body za dikaz implikace a*,a® € A = a? € A; dohromady vak v tomto sledu nejvyse 4 body.

a neobsahuje a?, a?,

3. Oznacme k kruznici opsanou danému Sestitthelniku. Protoze AB 1 BD, je k
Thaletovou kruznici nad primérem AD a stfed S uhlopticky AD je zaroven stiedem
kruznice k.

Dokazeme, ze trojuhelnik K LD ma pravy thel pti vrcholu D. Velikost tthlu KDL
je souctem velikosti ahlt K DS a LDS. Trojahelniky K DS, KBS jsou shodné podle
véty sus: stranu SK maji spole¢nou, strany SD, SB jsou obé poloméry kruznice k
a uhel pfi vrcholu S maji trojuhelniky shodny, nebot SK je osou tthlu BSP (obr.1).

B
B

Obr. 1

3 Argumentovat lze i takto: V piedchozim odstavci jsme obecné dokézali, ze jestlize a*,a® € A, tak
a? € A. My uz o A vime, ze obsahuje a® a neobsahuje a2. Proto nemtze obsahovat a*.



Proto | <K DS| = |xKBS|. Odtud vzhledem k tomu, ze BK je osou uhlu SBP, plyne
|«KDS| = 3|xCBS|.

Vyuzijeme-li analogicky shodnost trojahelnika LDS, LES, dostaneme |<LDS| =
= 1|%QES].

K dokonceni feseni sta¢i vyuzit zbyvajici predpoklad |BC| = |E'F|. Diky nému jsou
BCS, EF'S shodné rovnoramenné trojihelniky (délky jejich ramen jsou rovny poloméru
kruznice k), je tedy |<CBS| = |<FES|. Spojenim ziskanych rovnosti mame

1 1
|xKDL| = |x<KDS|+ |<LDS| = §|<CBS| + §|<QES| =

1 1 1 1
= §|<FES| + §|<QES| = §(|<FES| + [¥QES]) = 3 180° = 90°.

Za Uplné tfeseni udélte 6 bodu. Z toho 1 bod za zjisténi, ze AD je prumérem k; 3 body za odvozeni
rovnosti |[xKDS| = %|§:CBS\, |xLDS| = %|§<QES| (jestlize m4 fesitel jen jednu z nich, dejte 2 body;
jestlize ukdze jen |<xKDS| = |xKBS| nebo |¥xLDS| = |<LES]|, dejte 1 bod); 2 body za rovnost
|<CBS| = |<FES| a tspésné dokondeni FeSeni.

4. Protoze dané rovnosti obsahuji smiSené souciny proménnych, bude vyhodné
zkoumat druhou mocninu sou¢tu a + b + ¢ 4+ d. Upravou s dosazenim danych rovnosti
dostaneme

(a+b+c+d)?=a*>+b*+c*+d*+2(ab+ cd+ ac+ bd + ad + bc) = )
=a®+ 0+ +d*+24+4+5)=a* +d*+b* +c* +26.

Nyni vyuzijeme znamé nerovnosti a®+d? = 2ad, b>+c? = 2bc, v nichz plati rovnost,
pravé kdyz a = d a b = c¢. Na zdkladé toho z (1) plyne

(a+b+c+d)? = 2ad+ 2bc+ 26 =2-5+ 26 = 36.

Proto pro takova kladna ¢isla a, b, ¢, d plati a + b+ ¢+ d = /36 = 6, pficemZ rov-
nost nastane, pravé kdyz a = d a b = c. Dosazenim do ptvodnich rovnosti dostaneme

soustavu
2ab=4, a®>+b*=5.

Tu mizeme Tesit vicerymi postupy. Napiiklad mtzeme vyjadrit
(a+b)?=0a?>+b*+2ab=5+4=09,

tedy a + b = 3 (protoze a,b > 0). Podle Vietovych vztaht jsou a, b kofeny kvadratické
rovnice 22 — 3z + 2 = 0, tudiz {a, b} = {1,2}. Snadno ovétime, Ze ctvefice a = d = 1,
b=c=2,resp.a =d = 2,b = c =1 skutecné splnuji dané rovnosti a plati pro né
a+b+c+d=6.

Odpovéd. Nejmensi moznéd hodnota sou¢tu a+b+c+d je 6 a nabyvaji ji jen ¢tvetice
(1,2,2,1) a (2,1,1,2).

Jiné FeSeni. Z rovnosti ab + cd = ac + bd plyne a(b — ¢) = d(b — ¢), takze plati
a = d nebo b = c. S ohledem na symetrii mizeme pouze uvazovat vyhovujici ¢tvefice
(a,b,c,d), ve kterych je d = a, a hledat tak nejmensi hodnotu souc¢tu S = 2a + b+ ¢ za
piedpokladu, Ze kladna &isla a, b, ¢ splituji rovnosti a(b+ ¢) = 4 a a® + bc = 5.



Podle Vietovych vzorct jsou pak kladna ¢isla b, ¢ kofeny kvadratické rovnice
4
> — -2+ (5—a*) =0.
a

Ta m4 dva kladné (ne nutné rizné) kotreny, pravé kdyz je jeji diskriminant

4(a® — 1)(a® — 4)

D=—=—-4(5-a%) =

nezaporny a kdyz kromé nerovnosti a > 0 plati i a®> < 5. Dohromady to znamend, Ze
a € (0,1)U(2,V5).

Vsimnéme si, ze pro a = 1 vychazi kofeny b = ¢ = 2, naopak proa =2 jeb=c = 1.
V obou téchto pripadech méa zrejmé vyraz S = 2a + b + ¢ hodnotu 6. Ukazeme-li, ze
pro ostatni pfipustnd a plati S > 6, bude to znamenat, ze min S = 6 a ze (1,2,2,1)
a (2,1,1,2) jsou jediné ¢tvefice poskytujici nalezené minimum (protoZe v obou z nich
plati b = ¢, zadné jiné takové ctverice — pres omezeni nasich ivah na prvni z moznosti
a = d, b = ¢ — neexistuji). Z vyjadfeni rozdilu S — 6 ve tvaru

2(a—1)(a—2)

4
S—6=2a+b+tc—6=2a+—-—6=
a

vidime, Ze kyZena nerovnost S > 6 skutecné plati pro kazdé a € (0,1) U (2, \/5)

Za Uplné feseni udélte 6 bodil, z toho 4 body za odhad a + b+ c+d = 6 a 2 body za urceni &tvefic,
pro které plati rovnost.

Jestlize fesitel na odhad étvercii v (1) pouzije AG-nerovnosti a®+b% > 2ab, c? +d? 2 2cd a odvodi
tak slabsi odhad a + b+ ¢+ d = /34, dejte 2 body.

P#i postupu z druhého feseni udélte 1 bod za odvozeni rovnosti (a—d)(b—c) = 0, 1 bod za pfechod
k feSeni soustavy o dvou neznédmych b, ¢ s parametrem a, 2 body za nalezeni mnoziny pripustnych
hodnot a (nebo alespoti odvozeni nutné podminky a < 1Va 2 2), 1 bod za dikaz nerovnosti 2a+4/a = 6
pro vSechna pripustnd a a 1 bod za urceni obou hledanych ¢tveric.

V ptipadé, ze zak jen uhodne vysledek a objevi étverice (1,2,2,1) a (2,1,1,2), dejte 1 bod (tento
bod udélte jen v piipadé, ze zédk v Gloze neziska zadné jiné body).



