61. ro¢nik matematické olympiady

Ulohy krajského kola kategorie B

. Je dano 2012 kladnych ¢isel mensich nez 1, jejichz soucet je 7. Dokazte, ze lze tato
¢isla rozdélit do ¢tyt skupin tak, aby soucet ¢isel v kazdé skupiné byl aspon 1.

. Urcete, kolika zpusoby lze vrcholim pravidelného devitithelniku ABCDEFGHI
pritadit ¢isla z mnoziny {17,27,37,47,57,67,77,87,97} tak, aby kazdé z nich bylo
prifazeno jinému vrcholu a aby soucet ¢isel prifazenych kazdym tfem sousednim
vrcholtim byl délitelny tfemi.

. Pravotihlému trojihelniku ABC' je vepsana kruznice, ktera se dotyka prepony AB
v bodé K. Usecku AK otocime o 90° do polohy AP a tisecku BK otoc¢ime o 90°
do polohy BQ@ tak, aby body P, @ lezely v poloroviné opac¢né k poloroviné ABC'.
a) Dokazte, Ze obsahy trojuhelniki ABC a PQK jsou stejné.
b) Dokazte, ze obvod trojuhelniku ABC nepfevysuje obvod trojuhelniku PQK.
Kdy nastane rovnost?

. Najdéte vSechna realna cisla x, y, ktera vyhovuji soustavé rovnic
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(Zapis |a] znadi dolni celou ¢ast Cisla a, tj. nejvétsi celé ¢islo, které nepfevysuje a.)

Krajské kolo kategorie B se kona
v atery 17. dubna 2012

tak, aby zacalo dopoledne a aby soutézici méli na feseni tloh
4 hodiny cistého casu. Za kazdou tlohu mtize soutézici ziskat
6 bodi, Gspésnym resitelem je ten zék, ktery ziskd 10 bodi
nebo vice. Povolené pomticky jsou psaci a rysovaci potieby
a Skolni MF tabulky. Kalkulatory, notebooky ani zadné jiné
elektronické pomtcky dovoleny nejsou. Tyto tidaje se zaktim
sdéli pred zahajenim soutéze.



61. ro¢nik matematické olympiady

Reseni tiloh krajského kola kategorie B
1. Dani ¢isla ozna¢me aq,ao, ..., az12. Ziejmé existuje index k& = 1 takovy, ze
a1+ ...tap<1Za1+...+ar+ a1 <2

Cisla ay, ..., a1 tvoii prvni pozadovanou skupinu. Dale ziejmé existuje index [ > k+2
takovy, ze
a2 +...+a <1 §ak+2—|—...—|—al+al+1 < 2.

Cisla ajya,...,a;41 tvori druhou pozadovanou skupinu. Analogicky ziejmé existuje in-
dex m = [ + 2 takovy, ze

apo+ ..t am <1Zapo+ ..o+ am + amar < 2.

Cisla ajya, ..., am41 tvoii tfeti pozadovanou skupinu. Jelikoz je aj + ...+ ams1 < 6, je
mao + ...+ age12 = 1, takze CGisla a2, .. ., a2012 tvoFi étvrtou pozadovanou skupinu.

Za systematické a tplné feseni ud€lte 6 bodu.

2. Pfredné si uvédomme, zZe cisla 27, 57 a 87 jsou délitelna tfemi, ¢isla 37, 67 a 97
davaji pri déleni tfemi zbytek 1 a konec¢né cisla 17, 47 a 77 davaji pii déleni tremi
zbytek 2. Ozna¢me 0 = {27,57,87}, 1 = {37,67,97} a 2 = {17,47,77}. UvaZujme nyni
pravidelny devititthelnik ABCDEFGHI. Pfi zkouméni délitelnosti tfemi u souc¢tl tro-
jic prirozenych ¢isel prirazenych sousednim tfem vrcholiim uvazovaného devititihelniku
staci uvazovat misto danych cisel pouze jejich zbytky pti déleni tFfemi. Pritom tii ¢isla
mohou dat v souctu ¢islo délitelné tfemi jediné tak, ze bud vSechna tii davaji pfi déleni
tfemi stejny zbytek (patii do stejné zbytkové tiidy), anebo jsou kazdé z jiné zbytkové
tfidy. Kdyby vsak byla tii ¢isla po sobé jdoucich vrcholi ze stejné zbytkové tiidy, muselo
by z téze tiidy byt i ¢islo nasledujiciho vrcholu (jedno kterym smérem), a tim padem
i vSechna dalsi ¢isla. Takovych devét ¢isel vSak k dispozici nemame, proto u libovolnych
t¥i sousednich vrchold museji byt ¢isla navzajem rtznych zbytkovych tiid.

Piedpokladejme nejprve, Ze vrcholu A je pfifazeno nékteré ¢islo z mnoziny 0. V ta-
kovém piipadé 1ze vrcholim uvazovaného devititthelniku s ohledem na podminky tlohy
prifadit zbytkové tiidy 0, 1, 2 &isel, ktera k nim méme pfipisovat, pouze dvéma zptisoby
podle toho, kterému ze dvou sousednich vrchol vrcholu A piifadime 1 a kterému 2.
Dalsim vrcholtim jsou pak uz zbytkové tiidy vzhledem k podmince délitelnosti prirazeny
jednoznacné. Vysledné prirazeni miizeme zapsat jako
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Podle poctu moznosti, jak postupné vybirat ¢isla z jednotlivych zbytkovych ttid,
kazdému z uvedenych ptripadi odpovida podle pravidla souc¢inu prave

(3-2-1)-(3-2-1)-(3-2-1) = 6>

moznosti. Vzhledem k tomu, Ze jiny pripad kromé Sesti uvedenych nemtze nastat, vi-
dime, ze hledany pocet moznosti, jak prifadit vrcholim uvazovaného devitithelniku
danych devét cisel, je

3-(2-6%) =6* = 1296.
Za uplné feseni udélte 6 bodi, z toho 2 body za zdivodnéni, zZe ¢isla pripsana tfem sousednim vrcholim
majl navzajem rizné zbytky pri déleni tfemi. Za kazdé opomenuti jednoho ze Sesti pfipadt strhnéte
1 bod. Za chybné spocteny pocet moznosti strhnéte 2 body; za méné zavaznou numerickou chybu

strhnéte 1 bod. Za spravny vypocet poctu moznosti, které resitel uvazoval, i kdyz neuvedl vsechny
moznosti, udélte 2 body.

3. a) Oznacme S stfed a r polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC a L, M
body dotyku této kruznice postupné se stranami BC, C'A (obr. 1). Oznacime-li |AK| =
=, |BK| = y, je |AP| = |AM| = =, |KP| = V2, |BQ| = |BL| = y, |KQ| = yv/2.
Protoze oba uhly AK P, BK(Q maji velikost 45°, je trojuhelnik PQK pravouhly, takze

jeho obsah je
_—_—nmmm x

Spok = 5

Obr. 1



Ctyithelnik SLCM je étverec se stranou délky r a je |AM| = z, | BL| = y. Obsah
trojuhelniku ABC' je roven souctu obsahii trojuhelniki ABS, BC'S a CAS, tedy

(@+yr+@tr)r+@+r)r
2

Obsah trojuhelniku ABC je také roven

Sapc = — (@ +y+rr

AC|-|BC| _(x4r)(y+r) _wy  (zty+rr _wy  Sasc
Sape= o =Ty Tty Tyt

Odsud dostavame Sapc = xy neboli Sapc = Spgk, coz jsme méli dokazat.

b) V trojuhelniku ABC jsou délky stran a =y +r, b=z +r, c = = + y. Obvod
trojuhelniku ABC je a + b+ |AB]|, obvod trojthelniku PQK je xv/2 + yv/2 + |PQ|.

Ziejmé plati |AB| < |PQ| (|AB| je vzdalenosti rovnobézek AP, BQ, obr.1). Rov-
nost nastane jediné v piipadé |AP| = |BQ| neboli z = y.

Jesté dokazeme, ze a+b < 2v/2+yv/2 neboli ze a+b < ¢v/2. Posledni nerovnost je
ekvivalentni nerovnosti, kterou dostaneme umocnénim na druhou, protoze obé€ jeji strany
jsou kladné. Dostaneme tak a4 b+ 2ab < 2¢2. Jelikoz v pravotihlém trojihelniku ABC
plati a® + b? = ¢?, mame dokézat nerovnost 2ab < a? + b2, ktera je vSak ekvivalentni
nerovnosti 0 < (a — b)2. Ta plati pro vsechna realn4 ¢&isla a, b a rovnost v ni nastane
jediné pro a = b, tj. z = y.

Celkové vidime, ze obvod trojuhelniku ABC' je mensi nebo roven obsahu trojuhel-
niku PQK a rovnost nastane, pravé kdyz je pravouhly trojuhelnik ABC rovnoramenny.

Za Uplné feseni udélte 6 bodii. Za opomenuti podminky, kdy nastane rovnost, strhnéte 2 body. Za pouhé
vySetTeni rovnosti udélte 1 bod.

4. Nutné plati xy # 0. Ziejmé je také x # y; kdyby bylo x = y, dostali bychom

|x/y] = |y/x| = 1, takze z prvni rovnice by vyslo z = 5 a z druhé rovnice y = —6,
coz je v rozporu s rovnosti x = y. Podobné nemtze byt ani x = —y, takze je dokonce
|| # ly.

Pokud by obé neznamé mély stejnd znaménka, bylo by jedno z ¢isel x/y, y/z z in-
tervalu (0,1), takze jeho cela ¢ast by byla 0, coz nevede k FeSeni. Jedna z neznamgych
tedy musi byt kladna a druha zaporna a obé celé ¢asti v rovnicich jsou zaporné. Z nich
proto také vyplyva, ze x < 0 a y > 0.

Znaménka cisel x, y jsou rizna a absolutni hodnoty téchto ¢isel jsou také rtizné,
proto pravé jedno z ¢isel z/y, y/x je z intervalu (—1,0), a jeho celd ¢ast je tudiz —1.

Nejprve prozkoumame piipad |z/y| = —1. Z druhé zadané rovnice dostaneme
y = 6. Prvni zadana rovnice méa pak tvar |6/z| = 5/x. Vyuzijeme-li navic definici celé
¢asti, dostaneme

§:PJ ég . §§§
x x x x T
Posledni nerovnice ovSem nemuze pro zaporné ¢islo x platit, nebof je ekvivalentni ne-
rovnosti 5 2 6. Dana soustava rovnic nemé tudiz v pfipadé |z/y| = —1 FeSeni.
Zbyva pripad |y/x| = —1. Z prvni zadané rovnice madme x = —5. Druhé zadand

rovnice mé pak tvar |—5/y] = —6/y. Podle definice celé ¢asti tedy plati

-5 |-5 —6 . -5 -6
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odkud po vynasobeni kladnym ¢islem y dostaneme y > 1. Vyuzijeme-li definici celé ¢asti
i pro rovnici |y/—5] = —1, dostaneme

-1

A

%<0 neboli 0 < y < 5.

Spojenim obou podminek pro nezndmou y tak dostavame 1 < y < 5. Naopak, pro
kazdé takové y a x = —5 je prvni rovnice soustavy splnéna. Tuto podminku postupné
upravime na ekvivalentni nerovnosti 1 > 1/y 2 1 a =5 < —5/y < —1. Z té posledni
vyplyva, ze vyraz | —5/y| muze nabyvat jediné hodnot —5, —4, —3, —2, —1.

Z druhé rovnice upravené do tvaru y = —6/|—5/y| tak plyne, Ze neznama y mize
nabyvat jediné hodnot g, %, 2, 3, 6. Posledni z nich v8ak (na rozdil od prvnich ¢éty¥)
nesplituje odvozené kritérium 1 < y < 5 platnosti prvni rovnice soustavy. Zda je pro
prvni ¢tyfi hodnoty splnéna druhd rovnice, se ovSem musime presvédcit alespon tak, ze
ovéfime hodnotu vyrazu | —5/y |, kterd nas k nim pfivedla. Pro y rovné po radé g, %, 2,
3 je zlomek —5/y postupné roven —%5, —%, —g a —g s odpovidajicimi celymi ¢astmi
skutec¢né —5, —4, —3, —2.

Shrneme-li vSechny tuvahy, dostaneme, ze feSenim dané soustavy jsou nasledujici

dvojice ¢isel (z,y): (=5, 2), (=5, 3), (=5,2), (—5,3).
Za plné feseni udélte 6 bodti, z toho 1 bod za zjisténi, ze obé celé ¢asti v rovnicich jsou nutné zaporné,
a dalsi dva body za zjisténi, ze musi platit £ = —5 nebo y = 6. Pri postupu zalozeném na pouhém
experimentovani se zvolenymi ¢isly za zkusmé nalezeni vSech ¢ty feseni udélte 2 body, pokud by nékteré
feseni chybélo, udeélte 1 bod, za zkusmé nalezeni jediného feseni neudélujte zadny bod.



