53. Mezinarodni matematicka olympiada

Martin Pandk, MU Brno

Padesaty treti ro¢nik Mezinarodni matematické olympiddy se uskutecnil od
4. do 16. ¢ervence 2012 v Argentiné, v mésté Mar del Plata. Soutéze se ztcastnilo
548 soutézicich ze 100 zemi.

Ceské druzstvo tvorili tito Zaci: Michal Burdrn z Gymnéazia J. A. Komenského
v Uherském Brodu, Michal Kopf ze Slezského gymnéazia v Opavé, Anh Dung Le
z Gymnézia Tachov, Jan Stopka z gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné, Martin
Topfer z Gymnéazia Nad Stolou v Praze a Josef Svoboda z Gymnézia Frjdlant nad
Ostravici. Ucast ¢eského tymu byla z vétsi ¢asti dotovana ministerstvem mladeze,
skolstvi a télovychovy (zhruba z osmdeséti procent), zbylé prostiedky poskytl Na-
dacni fond Karla Janecka na podporu védy a vyzkumu, bez jehoz pomoci by se ¢esky
tym soutéze jen obtizné zucastnil.

Pro vedouci jednotlivych narodnich delegaci, ktefi tvoii dohromady mezinarodni
jury, zacala olympiada jiz c¢tvrtého Cervence. Jury vybirala z tzv. shortlistu, to jest
uzsiho vybéru z névrhi zaslanych z mnoha stati, Sestici soutéznich tloh. Letos se
do vybéru dostala i ¢eska tloha studenta MFF UK v Praze, stfibrného medailisty
z 50.IMO v Brémach, Josefa Tkadlece. Tato tloha byla vesmés hodnocena jako
nejpéknéjsi ze vSech (jeji krasu miize ¢tendf ocenit sdm, text tloh je soucasti to-
hoto ¢lanku; jednd se o tlohu ¢islo pét). Z dalsi agendy jury jmenujme schvélelni
poradatelstvi olympiddy v roce 2016, a to pro Brazilii.

Mezinarodni matematickd olympidda se vratila do Mar del Plata po patnacti
letech. V soucasné svétové ekonomické situaci totiz nebylo snadné najit poradatele
olympiaddy a argentinsti organizatofi vzali toto bfemeno na sebe, po relativné ne-
déavném odieknuti pivodné zamyslené zemé. Soutézici a pedagogi¢ti vedouci piijeli
do Mar del Plata 8. ¢ervence. Pro vétsinu tymt to znamenalo velmi dlouhou cestu,
Ceskému druzstvu konkrétné trvala cesta vice nez dva dny. DruZstva ze severni po-
lokoule se navic musela vyrovnat s tim, Ze na jizni polokouli je panujicim ro¢nim
obdobim zima, zZe slunce je nutné hledat na severu a v neposledni fadé, ze se vir
v umyvadle to¢i na opacnou stranu. Ubytovani byli v hotelu Providence, coz je
nejprestiznéjsi hotel ve mésté, ktery byl zbudovan na konci t¥icatych let minulého
stoleti na krasné plazi pfimo u Atlantického oceanu. Tento bylo mozné pronajmout
pro potieby olympiddy diky tomu, Ze se tato konala v zimé (primérna teplota byla
priblizné 8° Celsia), tedy mimo turistickou sezonu. Slavnostni zahdjeni olympiady
se konalo v mistnim divadle 9. ¢ervence.

Soutéznimi dny byly 10. a 11. éervenec. U¢astnici kazdy z téchto dnii fesili béhem
¢tyt a pul hodiny tii priklady.

V dalsich dnech pobytu byly pro soutézici pripraveny nejruznéjsi exkurze a sou-
téZe. Vedouci se pak vénovali opravam tloh svych zaki. ReSeni student@ jsou po
soutézi zkopirovana a nezavisle opravena téz koordinatory, coz jsou zkuSeni mate-
matici z celého svéta, ktefi prijedou na pozvani poradateli. Po opravach se vedouci
a koordinatori sejdou, porovnaji bodova ohodnoceni, kterd udélili, a snazi se dospét
ke shodé. Cely proces oprav trva tii dny.

V ¢eském druzstvu se opét po lonském tspésném rocniku vSichni ¢lenové dockali
néjakého ocenéni. Anh Dung Le obh&jil svij bodovy zisk 23 bodu z minulého roé-
niku a tim i st¥ibrnou medaili, Jan Svoboda ziskal bronzovou medaili a zbyli ¢lenové
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tymu pak obdrzeli ¢estna uznéni za jednu bezchybné vyfesenou ulohu. Celkové zis-
kalo druZstvo 80 bodi, coz nés zafadilo na délené 47. misto v poradi zemi (vysledek
druzstva je ddn souc¢tem bodd jednotlivych jeho élenti). K lepSimu umisténi ndm
nepomohl ani bratranec slovenského zlatého medailisty Martina Vodicky, Michal
Kopf. Slovenska druzina tak ziskala o pét bodi vice, coz stacilo na 45. misto.

Absolutnim vitézem olympiady se stal jediny tcastnik, ktery dosdhl maximal-
niho bodového zisku, Singapufan Jeck Lim. K velkému prekvapeni doslo v soutézi
druzstev, kterou poprvé vyhréala Korea. Cina skondéila druha, tfeti pak Spojené stéaty
americké.

Soutézni tlohy:
1. soutézni den (10. 7. 2012)

1. Je dén trojuhelnik ABC'. Necht J je stfed kruznice ptipsané ke strané BC
a necht M je bod jejiho dotyku s touto stranou. Déle necht K a L znadi
po fadé body dotyku této kruznice s pfimkami AB a AC. Pruseé¢ik pfimek
LM a BJ ozna¢me F a prusecik pfimek KM a CJ pak G. Déle necht S
je prusecik pfimek AF a BC a koneéné nechf T je priisedik piimek AG a
BC. Dokazte, ze M je stfedem usecky ST
(Kruznice pfipsana trojihelniku ABC' ke strané BC' je kruznice, kterd se
dotyké tsecky BC, polopfimky opac¢né k polopfimce BA a polopfimky
opacné k polopfimce C'A.) (Recko, Evangelos Psychas)

2. Je déano celé kladné ¢islo n > 3 a kladna realnd ¢isla aq, as, . . ., a, takova,
7e asas - - - an, = 1. Dokazte, Ze pak plati nerovnost

(1+a2)?*(1+az)® - (1+a,)" >n"
(Austrdlie, Angelo di Pasquale)

3. ,Hra na chytrou hordkyni“ je hrou mezi dvéma hraci A a B. Pravidla hry
zaviseji na dvou kladnych celych cislech k a n, kterd jsou znama obéma
hractm.

Na zacatku hry zvoli hrac A celd ¢islaxz a N, kde 1 < z < N, a z nich pro-
zradi (po pravdé) hrééi B pouze ¢islo NV, ¢islo x si necha pro sebe. Hréé¢ B se
nyni snazi ziskat informace o ¢isle x kladenim otazek hraci A. Mize pfitom
klast pouze otazky nésledujictho typu: vybere libovolnou podmnozinu S
kladngch celych ¢isel (miZze vybrat i mnozinu, kterou jiz zvolil v nékteré
z pfedchozich otézek) a zeptd se hrace A na to, zda ¢islo x lezi v S. Hra¢ B
miuze polozit libovolné mnoho takovychto otazek. Na kazdou otdzku musi
hri¢ A okamzité odpovédét, a to bud ,,ano“, nebo ,ne“. Pri odpovédich
vSak muze hra¢ A lhat, dokonce libovolné mnohokrat; jedinym omezenim
je pouze to, aby mezi kazdymi jeho k + 1 za sebou néasledujicimi odpovédmi
byla alespon jedna pravdiva. Poté, co hra¢ B skonéi s kladenim vSech svych
otazek, zada néjakou, nejvyse n-prvkovou, podmnozinu X kladnych celych
Cisel. Pokud ¢islo « nalezi do mnoziny X, tak hra¢ B vyhral, jinak prohral.
Dokazte:

(a) Jestlize je n > 2%, tak méa hra¢ B vyhravajici strategii.

(b) Pro kazdé dostatecné velké celé kladné k (tj. od jisté meze pro ka-
7dé celé kladné éislo k) existuje ¢islo n > 1,99% takové, Ze neexistuje
vyhravajici strategie pro hrace B. (Kanada, David Arthur)



2. soutézni den (11. 7. 2012)
4. Najdéte vSechny funkce f : Z — 7Z, pro které plati rovnost

F@)? + f(0)* + f(e)* = 2f(a)f(b) +2f(b)f(c) +2f(c) f(a)

pro libovolnéa cela a, b, ¢ spliwjici a + b+ ¢ = 0.

(Z znaci mnozinu celych Eisel.) (Jihoafrickd republika, Liam Baker)
5. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem u vrcholu C. Oznacme

D patu vysky z bodu C. Necht X je bod uvnitt tsecky C'D. Oznac¢me K

ten bod na tseéce AX, pro ktery |BK| = |BC|. Podobné ozna¢me L ten

bod na tseéce BX, pro ktery |AL| = |AC|. Déle necht M je prusecik tuseéek

AL a BK. Ukazte, ze [M K| = |ML|. (Ceskd republika, Josef Tkadlec)
6. Naleznéte vSechna celd kladné cisla n, pro kterd existuji nezaporna celéd

¢isla aq, a9, ..., a, takova, ze plati rovnosti
1 1 1 1 2 no_q
2ar Tom VN g T3a T3 Tt ga T

(Srbsko, Dusan Dukic)

Na zavér uvadime jak prehled absolutniho poradi, cen a bodovych ziska ¢eskych
acCastnikl soutéze, tak celkové potadi zicastnénych zemi.

Poradi Jméno Body za ilohu éislo Cena
1 2 3 4 5 6
85. Anh Dungh Le 7T 7 0 6 3 0 23 S
183. Josef Svoboda 5 7 0 2 3 0 17 B
303. Jan Stopka 7 3 0 2 0 0 12| HM
253. Michal Burérn 7 0 0 3 0 0 10| HM
282. Martin Topfer 7 0 0 3 0 0 10| HM
403. Michal Kopf 7 0 0 1 0 0 8| HM
Celkem 40 17 0 17 6 0 &0




19.-21.

22.-23.

24.
25.
26.
27.-28.

29.
30.
31.-33.

34.
35.-36.

37.
38.—41.

42.
43.
44.
45.
46.
47.-49.

50.

Zemé

Korea

CLR

USA

Rusko
Kanada
Thajsko
Singapur
fran
Vietnam
Rumunsko
Indie
KLDR
Turecko
Tchaj-wan
Srbsko
Peru
Japonsko
Polsko
Brazilie
Bulharsko
Ukrajina
Nizozemsko
Velka Britanie
Belgie
Chorvatsko
Recko
Australie
Hongkong
Saudska Arabie
Moldavsko
Izrael
Mexiko
Némecko
Kazachstan
Indonésie
Malajsie
Portugalsko
Bolivie
Francie
Ttalie
Madarsko
Tadzikistan
Mongolsko
Slovensko
Bélorusko
Kolumbie
Arménie
Kostarika
Ceskd republika
Rakousko

Tabulka poradi zemi:

Medaile
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b.

209
195
194
177
159
159
154
151
148
144
136
128
128
127
126
125
121
119
116
116
116
115
115
114
110
107
106
106
105
104
102
102
102
101
100
100
96

93

93

93

93

91

90

85

84

83

80

80

80

79

51.
52.
53.

54.-55.

56.-57.

58.
59.
60.

61.-62.

63.—64.

65.
66.
67.

68.-69.

70.

71.-72.

73.-74.

75.
76.
7.
78.

79.-80.

81.
82.

83.-84.

85.
86.
87.
88.
89.
90.

91.-92.

93.
94.
95.
96.

97.-98.

99.
100.

Zemé

Turkmenistan
Svycarsko

Novy Zéland
Argentina
Bangladés (5)
JAR

Slovinsko

Litva

Gruzie
Spanélsko
Azerbajdzan
Dansko

Chile
Makedonie
Finsko

Lotyssko

Nigérie
Estonsko
Kyrgyzstan
Maroko (5)
Ekvador
Svédsko

Filipiny (3)
Pakistan (5)
Makao

Kypr
Lucembursko (4)
Irsko

Honduras (3)
Norsko
Portoriko (4)
Paraguay

Sri Lanka (4)
Uruguay
Pobtezi slonoviny (4)
Salvador (3)
Trinidad a Tobago (5)
Tunisko (2)
Island

Syrie

Panama (3)
Venezuela (3)
Guatemala (2)
Kosovo

Kuba (1)

Bosna a Hercegovina
Cerna Hora (2)
Lichtenstejnsko (2)
Uganda (5)
Kuvajt (3)

Medaile

OO OO0 ODO0DO0DD0DO0ODDODDODO0OODDODDODDO0ODODODDDODODDODO0DODDODODOO0OOOOOOON

wn

QOO OO OO ODOODODODOOHOODODODDODODODODODODDODODOHOODDODODODOOOHOOOOHOOOOHOOOH

OO OO0 OHOHOHROHOOONKHFRFEFNOOFOONFHFREFNORWNNDNININWNE™

78
76
75
74
74
71
71
69
68
64
60
60
59
59
57
55
52
50
50
49
47
47
41
41
40
39
36
34
33
33
32
31
30
30
29
28
26
25
21
19
17
17
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