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Kategorie A

. Najdéte vSsechny dvojice prvocisel p, ¢, pro které existuje prirozené ¢islo a takové, ze

pq a? +1

p+qg a+1°

(Jan Mazdk, Robert Toth)

. Dvé kruznice k1 (S1,7r1) a ka(S2,7r2) se vné dotykaji a lezi ve ¢tverci ABCD o strané a
tak, ze ky se dotyka stran AD a C'D a ko se dotyka stran BC' a C'D. Dokazte, Ze aspon
jeden z trojuhelnikt AS;Ss, BS1.S; ma obsah nejvyse % a’. (Tomas Jurik)

. Oznac¢me p(n) pocet vSech n-mistnych ¢isel sloZenych jen z ¢islic 1, 2, 3, 4, 5, v nichz
se kazdé dvé sousedni c¢islice lisi alespon o 2. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n
plati

5-24" 1 <p(n) <5-2,5" L

(Pavel Novotny)

. Najdéte vSechny funkce f: R\ {0} — R takové, Ze pro vSechna nenulové éisla x, y
plati

z- flzy) + f(=y) =z f(2).
(Pavel Caldbek)

. Oznac¢me [ stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC. KruZnice, ktera prochazi vr-
cholem B a dotyka se piimky Al v bodé I, protina strany AB, BC postupné v bodech
P, Q. Prusecik primky QI se stranou AC' ozna¢me R. Dokazte, Ze plati

|AR|-|BQ| = |PI|*.

(Jaroslav Svrcek)

. V oboru redlnych c¢isel vyreste soustavu rovnic

sin® z + cos?y = tg? z,

sin® y 4 cos? z = tg? ,
2

sin? z + cos? z = th Y.

(Pavel Caldbek)



62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY PRO ZAKY STREDNICH SKOL

Kategorie B
. Urcete vSechny trojice (a, b, c) pfirozenych ¢isel, pro které plati
2% + 4" = 8°.
(Jaroslav Svrcek)

. V oboru redlnych c¢isel feste rovnici
2% 4 (3v2 — 2)2% — (1+ V2)z — 14(vV/2 - 1) = 0,

vite-li, ze ma alespon jeden celociselny kofen. Pfipadné iraciondlni kofeny zapiste
v jednoduchém tvaru bez odmocnin iracionalnich ¢isel. (Jaromir Simsa)

. Necht V je prusecik vysek ostrothlého trojuhelniku ABC. Piimka CV je spoleénou
tecnou kruznic k a [, které se vné dotykaji v bodé V a pritom kazda z nich prochézi
jednim z vrcholi A a B. Jejich pruseciky s vnitiky stran AC' a BC' ozna¢me P a Q.
Dokazte, ze poloptimka VC' je osou uhlu PV (@ a ze body A, B, P, @ lezi na jedné
kruZnici. (Jaroslav Svrcek)

. Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

n3 —10n2 +17n — 4
n2—10n+18 ’

V(n) =
kde n je libovolné piirozené ¢islo vétsi nez 2. (Vojtech Bdlint)

. V roviné je dana tsecka AB. Pro libovolny bod X této roviny, ktery je rtizny od Ai B,
ozna¢me X 4, resp. X g obraz bodu A, resp. B v osové soumérnosti podle pfimky X B,
resp. X A. Najdéte vSechny takové body X, které spolu s body X 4, Xp tvoii vrcholy
rovnostranného trojihelniku. (Pavel Caldbek)

. Je déano pfirozené cislo k£ < 12. Ve vrcholech pravidelného 12ahelniku jsou napsana
¢isla 1,2,...,12 (jako na ciferniku hodin). V jednom kroku mizeme bud vyménit
nékterd dvé protilehla cisla, nebo zvolit libovolnych k& sousednich vrcholtt a v nich
napsand Cisla zvétsit o 1. Jako T'(k) ozna¢me tvrzeni, Ze po koneéném pocétu krokii
lze dostat vsech 12 ¢isel stejnych. Dokazte, ze T'(2) neplati, T'(5) plati, a rozhodnéte
o platnosti 7'(3). (Jan Mazdk)
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Kategorie C

. Ctvercové tabulka je rozdélena na 16 x 16 poli¢ek. Kobylka se po ni pohybuje dvéma
sméry: vpravo nebo doli, pfi¢emz stiida skoky o dvé a o tfi policka (to jest zadné dva
po sobé jdouci skoky nejsou stejné dlouhé). Zacina skokem délky dva z levého horniho
policka. Kolika riznymi cestami se mize kobylka dostat na pravé dolni policko? (Ces-
tou rozumime posloupnost poli¢ek, na kterd kobylka dosko¢i.) (Peter Novotny)

. Pro kladna reélna cisla a, b, ¢, d plati
a+b=c+d, ad = be, ac+bd = 1.

Jakou nejvétsi hodnotu muze mit soucet a + b+ ¢+ d? (Jan Mazdk)

. Je dan obdélnik ABCD s obvodem o. V jeho roviné najdéte mnozinu vsech bodt,
2

jejichz soucet vzdalenosti od ptimek AB, BC, CD, DA je roven 0. (Tomds Jurik)
. Rozhodnéte, zda z libovolnych sedmi vrchold daného pravidelného 19thelniku lze vzdy

vybrat ¢ty¥i, které jsou vrcholy lichobézniku. (Jaromir Simsa)
. Urdete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n® — 3n2 +n+ 3 je prvocislo.  (Jaroslav Svréek)

. Uvnit¥ pravidelného $estitthelniku ABCDEF s obsahem 30cm? je zvolen bod M.
Obsahy trojuhelnikét ABM a BCM jsou po fadé 3cm? a 2cm?. Urdete obsahy troj-
thelnika CDM, DEM, EFM a FAM. (Pavel Leischner)



