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Navody k domaci casti |. kola kategorie A

1. Najdete vsechny dvojice prvocisel p, q, pro které existuje prirozené cislo a takove,

ze

pq a? +1

p+q a+1°

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

. Dokazte, ze zlomek

Necht p a g jsou prvocisla. Zjistéte, jaky je nejvétsi spolecény délitel ¢isel p + ¢
a p® +q>. [2p, jestlize p = q; 2, jsou-li p a g rfiznd licha prvocisla; 1, je-li jedno
z Cisel p, ¢ liché a jedno sudé]

2In+14

———— v ném7 n je prirozené ¢islo, nelze kratit. (1. MMO
14n 4 37 ¥ ema Tt Ie POz ) new [ :

1959]
Urcete vSechna celd ¢isla vétsi nez 1, kterymi lze kratit nektery ze zlomki tvaru
3p—q
5p + 2¢q

, kde p a ¢ jsou nesoudélna celd ¢isla. [58—A—-S-3]

Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel x, y takové, ze
[68—A-1-3]

Urcete vechny dvojice prvoéisel p, q, pro néz plati p+q¢? = g+ p3. [55-B-11-1]
Najdéte vSechny trojice navzajem riznych prvocisel p, ¢, r spliiujici nasledujici
podminky:

je prvocislo.

plg+r, q|r+2p, r|p+3q
[55—A—TI1-5]

2. Dvé kruznice ki(S1,71) a ko(Sa2,72) se vné dotgkaji a lezi ve ctverci ABCD
o strané a tak, Ze ki se dotykd stran AD a CD a ko se dotykd stran BC a CD.

Dokazte, Ze aspon jeden z trojuhelniki AS1S2, BS152 md obsah nejvyse 13—6 a“.
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NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

1.

Dokazte, ze pro poloméry r1, ro plati nerovnost r; +ry = %a a rovnost /7y +
+ /12 = Va.

Oznac¢me G ten bod stfedni pricky ¢tverce ABC' D rovnobézné se stranou AD,
jehoz vzdalenost od strany AB je trojnasobkem vzdalenosti od strany CD.
Dokazte, ze G lezi ve vnitini oblasti kruznice ky, pravé kdyz r; > }la.
Dokazte, ze nemohou soucasné platit nerovnosti r; > ia ary > ia.

Dokazte, ze obsah trojuhelniku AS; S5 je mensi nez obsah trojuhelniku BS;.55,
praveé kdyz ri > ro.

Dokazte, ze aspon jeden z trojuhelnikt AS15S5, B.S1.5 ma obsah nejméné %aQ.
Je déna kruznice k1(S1,71) a kruznice ky(S2,72), kde 9 < r1. Tyto kruznice
maji vnitini dotyk v bodé A. Sestrojte kruznici k3, kterda ma vnitfni dotyk
s kruznici kq, vnéjsi dotyk s kruznici ko a dotyké se ptimky AS;. [15—-A-11-3]

. Dvé kruznice k1(S1,71) a ko(S2,72) se vné dotykaji a lezi ve ¢tverci ABCD

o strané a tak, ze kq se dotyka stran AD a CD a ko se dotyka stran BC a AB.

Vypocitejte obsah trojuhelniku AS;S5. [%(\/5 —1)a?]



3. Oznacéme p(n) pocet vsech n-mistnych ¢isel sloZenych jen z ¢islic 1,2, 3,4, 5, v nichz
se kazde dve sousedni cislice list alespon o 2. Dokazte, Ze pro kazZdé prirozené cislon
plati

5-24" 1 <pn) <525 h

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Oznacme p,, pocet vSech n-mistnych ¢isel slozenych jen z ¢islic 1 a 2, v nichz
se nevyskytuji dvé jednotky vedle sebe. Dokazte, ze p,, = F),+3, kde F}, je k-ty
¢len Fibonacciho posloupnosti.

2. OznacCme p,, pocet vSech n-mistnych ¢isel slozenych jen z ¢islic 1, 2, 3, v nichz
se nevyskytuji tfi stejné cislice vedle sebe. Dokazte, Ze pro kazdé prirozené ¢islo
n plati p, > 2,7™.

3. Oznacme p,, pocet vSech n-mistnych c¢isel, v jejichz dekadickém zapise se vy-
skytuji vedle sebe dvé nuly. Dokazte, ze

o 254

4. Po vrcholech pravidelného osmitthelniku ABC'DEFGH skace klokan. Kazdym
skokem se premistuje z jednoho vrcholu do nékterého z obou sousednich; za¢ina
v A a zastavi se, jakmile se poprvé dostane do F. Oznac¢me a, pocet vSech
riznych cest z A do FE slozenych pravé z n skoku. Dokazte, Ze pro vSechna

k=1,23,... plati

pn=9-10""1—

k-1
ask—1 =0, a9y =—=(z -y

kde z =2+ /2, y = 2 — /2. [21. MMO, 1979

4. Najdéte vsechny funkce f: R\ {0} — R takové, Ze pro vsechna nenulovd ¢isla x, y
plati

z- f(zy) + f(~y) =z f(z).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Najdéte vsechny funkce f: (0,00) — (0, 00), které vyhovuji souc¢asné nasledu-
jicim tfem podminkam:
a) Pro libovolnéa nezdporna ¢isla = a y takova, ze = + y > 0, plati rovnost

Fr) fo) =17 )

b) f(1) =0;
¢) f(z) > 0 pro libovolné x > 1. [54-A-1-6]
2. Necht R zna¢i mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel. Urcete vSechny funkce
f: Ry — R4, které pro libovolna kladna ¢isla x, y spliiuji rovnost

22 (f(x)+ f() = @@+ ) f (flz)y).

[53-A-I11-6]



3. Necht R, znac¢i mnozinu vSech kladnych redlnych ¢isel. Najdéte vsechny funkce
f: Ry — R, splnujici pro libovolna x,y € Ry rovnost

f(xf(y)) = f(zy) + =

[61-A-IIT-6]
4. Ozna¢me R, mnozinu vSech kladnych realnych cisel. Urcete vSechny funkce f:
R, — R, takové, Ze pro libovolna x,y € R, plati

F@) - f) = F) - (@ Fw)) + l,iy
[60—A-TI1-6]

Uzitecné informace o funkciondlnich rovnicich jsou naptiklad na

http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/ “franta/bakalarka.

5. Oznacme I stred kruznice vepsané trojuhelniku ABC. KruzZnice, kterd prochdzi vr-
cholem B a dotykd se primky Al v bodé I, protina strany AB, BC postupné v bodech
P, Q. Prusecik primky QI se stranou AC oznaé¢me R. DokaZte, Ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|*.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze kdyz oznacime velikosti vnitinich thli trojuhelniku ABC obvyk-
lym zpusobem a J prisecik primky Al se stranou BC, tak v dané situaci

plati:

a) |xJIQ| = |xRIA| = |xPIA| = |xIPQ| = |¥PBI| = |¥QBI| =
b) PQ | AL

¢) |¥QIB| = |xQPB| = |xIAP| = |xRAI| = }a;

d) |CR| = |CQ};

e) |XBQR| = |xARQ| = 90° + 3.

2. Do kruznice k je vepsan ¢tyiuhelnik ABCD, jehoz tuhlopticka BD neni pru-
mérem. Dokazte, Ze prisecik primek, které se kruznice k dotykaji v bodech B
a D, lezi na ptimce AC, pravé kdyz plati |AB|-|CD| = |AD|-|BC]|. [51-A-1I-3]

3. Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC'. Na jeho thlopiicce AC v po-
loroviné BDC' zvolme bod P tak, aby platilo |<BPD| = |x<xABC|. Dokazte, ze
pfimka CD je tecnou kruznice opsané trojuhelniku BC P, pravé kdyz tsecky
AB a BD jsou shodné. [59-A-11-2]

4. Necht M je libovolny vnitini bod pfepony AB pravothlého trojihelniku ABC.
Oznac¢me S, S7, S9 stredy kruznic opsanych po fadé trojihelnikim ABC),
AMC, BMC.

a) Dokazte, ze body M, C, Sy, S2 a S lezi na jedné kruznici.
b) Pro kterou polohu bodu M ma tato kruznice nejmensi polomeér? [56—A—
I1-3]

5. Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku kruznice opsané ¢tverci
ABCD. Ozna¢me K prusecik primek AL a C'D, M prusecik piimek AD a C'L
a N prusecik primek M K a BC'. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na jedné
kruznici. [53-A-III-5]



6. V oboru redlnych cisel vyreste soustavu rovnic

sin? x 4 cos? Y= tg2 Z,

2

sin? Y+ cos®z = tg2 x,

2

sin? z + cos? z = tg2y.

NAVODNE A DoOPLNUJict ULOHY:

1. Nerovnost
a1+a2+...+an> n

n ~1/ai+1/ag+ ...+ 1/a,

mezi aritmetickym a harmonickym primeérem libovolnych kladnych cisel aq,
as, ..., a, odvodte dvojim uzitim znadméjsi nerovnosti mezi aritmetickym a geo-
metrickym pramérem. Ukazte pfitom, ze rovnost v odvozené nerovnosti nasta-
ne, jediné kdyz a; = ay = ... = a,. [Doporu¢enou AG-nerovnost zapiste jak
pro n-tici uvazovanych ¢isel a;, tak pro n-tici ¢isel k nim prevracenych a zapsané
nerovnosti pak mezi sebou vynasobte. Tvrzeni o rovnosti plyne z obdobného
tvrzeni o rovnosti v AG-nerovnosti.]
2. V mnoziné realnych cisel feste soustavu rovnic

1 1 1 1
$2+—2:2, y2+—2:2, 22+—2—2, w2+—2:2
Y z w x
[#2 = y? = 22 = w? = 1, tedy 16 Fesen]
3. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic
22 —y=2% yYP—z=2a2 22—z=1"

[57-A-S-1]

4. V oboru redlnych cisel reste soustavu rovnic

Vr—y2=2z-1, Jy—22=2-1, z—x2=9y—1.

[59-A—S—1]
5. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

Vrz—y=z—-1, Vy>—z=z-1, 22 —x=y-—1

[69-A-T1-1]
6. V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

224 2yz=6(y+2—-2), Y +2zx=6(z+x-2), 22+2zy==6(z+y—2).

[53—-A—-S-3]
7. V oboru realnych c¢isel feste soustavu rovnic

[53-A-1-6]



8. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

r(y+z+1) =9y +22 -5 ylz+z+1)=2>+22 -5
2z+y+1) =22 +y* -5

[54-A-11-2]
9. V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic

2’ —1=ply+z2), y’—1=plz+z), 2*-1=p+y)

s nezndmymi x, y, z a parametrem p. Vykonejte diskusi poctu reseni.
[51-A-11-4]
10. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

ety a=5yz, Yyttt 4a=05zz, 2t a?+4=05ay.

[61-A-I11-6]



