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Navody k domaci casti |. kola kategorie B

1. Urcete vsechny trojice (a,b, c) prirozenych cisel, pro které plati

2% +4b = g°.

NAVODNE A DoOPLNUJici ULOHY:

1.

2.

D1.

D2.

Uréete vsechny dvojice (a,b) pfirozenych &isel, pro néz plati 2¢ — 16° = 0
[(a,b) = (4b,b), kde b je libovolné ptirozené ¢islo.]
Urcete v8echny ¢tvetice (a, b, ¢, d) celych nezapornych éisel splitujici rovnici

20304¢ — 169,

[(a,b,c,d) = (4d — 2¢,0, ¢, d), kde ¢, d jsou libovolna celd nezéaporna ¢isla, pro
ktera plati ¢ < 2d.]
V oboru prirozenych ¢isel reste rovnici

27 4 20 = 2¢,

[(a,b,¢c) = (a,a,a + 1), kde a je libovolné pfirozené &islo.]
V oboru prirozenych ¢isel feste rovnici

20 4 9b 4 9¢ — 9d

{a,b,c} ={n,n,n+ 1}, d =n+ 2, kde n je libovolné pfirozené ¢islo.]
Dokazte, ze rovnice 2% + 2713 = 42 m4 nekoneéné mnoho feseni v oboru piiro-
zenych ¢&isel. [Rovnici 2% (1 + 23) = y? ziejmé vyhovuji &isla x = 2k, y = 3 - 2F
pro libovolné ptirozené ¢islo k.]

Uréete vSechny dvojice celych kladnych ¢isel m a n, pro néz plati 37+27™ = n3.
[69-B—-S-1]

2. V oboru redlnych cisel Teste rovnici

2® + (3V2 - 2)2” — (1+V2)z —14(V2 - 1) =0,

vite-li, Ze ma alespon jeden celociselny koren. Pripadné iraciondlni koreny zapiste
v jednoducheém tvaru bez odmocnin iraciondlnich cisel.

NAVODNE A DOPLNUJicT ULOHY:

1.

Dokaite, e mnohoélen z# + (v2 — v/3)z® + (V2 — V3 — v/6)2% + 52 — /6 je
délitelny mnohoclenem 22—/3z+v2a najdéte podil téchto dvou mnohoclenti.

(22 + V22 — V3]

2. Vyjadiete &isla /11 — 6v/2, v/7 — 4v/3, v/6 +2v/5, 1/30 — 12¢/6 v jednodu-

chém tvaru, tj. bez odmocnin iracionalnich éisel. [3 — V2,2 -3, 1+ V5,
3v/2 — 2V/3]



3. Najdéte vsechny dvojice (p, q) redlnych ¢isel takové, Ze mnohoclen 22 + px + ¢
je délitelem mnohoélenu z? + pz? + q. [56-B-1-5]
D1. Dokazte, ze pro libovolnd kladna realnd é&isla a, b takova, ze a > Vb plati
(tzv. surdické vyrazy)

\/a+\/5j:\/a—\/l_):\/2(aj:\/a2—b),

m:\/aﬂ/fi—bi\/a—@*—@

D2. Najdéte vSechny kvadratické trojéleny ax? + bx + ¢ takové, Ze pokud libovolny
z koeficientd a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery
bude mit dvojnésobny kofen. [53-B-I1-2]

. Necht V je prisecik vysek ostroiuhlého trojuhelniku ABC'. Piimka C'V je spoleénou
tecnou kruznic k a l, které se vné dotykaji v bodé V' a pritom kaZdd z nich prochdzi
jednim z vrcholu A a B. Jejich priseciky s vnitrky stran AC' a BC' oznacéme P a Q).
Dokazte, Ze poloprimka VC' je osou uhlu PV Q a Ze body A, B, P, QQ lezi na jedné
kruznici.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Zopakujte s zaky vztahy mezi obvodovym, stfedovym a tisekovym tthlem a do-
kazte je.
2. Necht V4, Vg, Vi znadi paty vysek po fadé z vrcholi A, B, C' v daném ostro-
thlém trojuhelniku ABC' a V prisecik jeho vysek. Dokazte nésledujici tvrzeni:
a) osa useCky V4 Vp prochézi stfedem strany AB,
b) body A, V, Vg, Vi lezi na téze kruznici,
c) bod V je stfedem kruznice vepsané trojihelniku V4 Vg Ve.
[a) Podle Thaletovy véty lezi body V4, Vp na kruznici s pramérem AB, osa
seény V4 Vp této kruznice prochazi jejim stfedem, coz je stfed AB. b), c) Podle
Thaletovy véty lezi body Vg, Vo na riznych polokruznicich s pimérem AV.
Podle véty o obvodovém thlu [ VeV V| = |xVBAV| = 90° — . Z tétivového
¢tytiahelniku BV4AV Ve podobné dostaneme |$<VAVeV| = 90° — v, tedy V'V
je osou uhlu V4V Vp. Podobné dokazeme, ze V'V, je osou tthlu Vg V4 Ve, tedy
V' je prusecik os vnitinich thla trojuhelniku Vi VeV

D1. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi stranou AB a pravym
thlem pii vrcholu A. Oznacme k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako
primeérem a ko kruznici prochézejici vrcholy B, C' a dotykajici se pfimky AB.
Maji-li kruznice k1, k2 vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC' tecnou kruznice
opsané trojuhelniku C' DP. Dokazte. [52-B-11-4]

D2. V roviné je dan rovnobéznik ABC'D, jehoz thlopticka BD je kolmé ke strané
AD. Ozna¢me M (M # A) pruse¢ik pfimky AC s kruznici o praméru AD.
Dokazte, ze osa usecky BM prochézi stfedem strany C'D. [56-B-11-3]

D3. Necht K je libovolny vnitini bod strany AB daného trojuhelniku ABC'. Pfimka
CK protina kruznici opsanou trojuhelniku ABC' v bodé L (L # C). Ozna¢me
k1 kruznici opsanou trojuhelniku AKL a ko kruznici opsanou trojihelniku
BKL.



a) Dokazte, ze pfimka AC je te¢na kruznice ki, pravé kdyz piimka BC je
teéna kruznice ko.

b) Predpokladejme, ze pfimka AC je seéna kruznice ki. Necht P (P # A)
je prisecik pfimky AC s kruznici k1 a Q (Q # B) prusecik pfimky BC
s kruznici ky. Dokazte, ze bod K lezi na tsecce PQ).

[63—-A-11-3]

4. Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

n3 —10n? +17n — 4
n2 —10n + 18

Vin) =

Y

kde n je libovolné prirozené cislo vetsi nez 2.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1. Uvazujme vyraz
S5xt — 422 +5
Vi) = ——.

a) Dokazte, ze pro kazdé redlné ¢islo x plati V(z) = 3.
b) Najdete nejvétsi hodnotu V(x).
[68-C-II-1]
2. Urcete v8echny dvojice (z,y) celych ¢isel, které jsou fesenim nerovnice

x 6 5y
S Ay
Vrooyyr ooy

[51-C-1-3]
D1. Urcete vsechna realna cisla p takova, ze pro libovolna kladna ¢isla x, y plati
nerovnost
@* +py®
— > ay.
r+y

[50-B-1I-1]

D2. Pro ktera cela ¢isla a je maximum i minimum funkce

1222 — 12ax
y= x2 + 36

celé ¢islo? [48—-A-1-3]

5. V rovin€ je dana usecka AB. Pro libovolny bod X této roviny, ktery je ruzny od
A i B, oznaéme X 4, resp. Xpg obraz bodu A, resp. B v 0sové soumérnosti podle
primky X B, resp. X A. Najdéte vsechny takové body X, ktere spolu s body X4, Xp
tvort vrcholy rovnostrannéeho trojuhelniku.
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NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

D1.

Necht P je vnitini bod konvexniho tthlu BAC'. Ozna¢me K a M obrazy bodu P
v osovych soumérnostech podle piimek AB a AC. Urcete velikost thlu K AM.
[|[xKAM| = 2|xBAC|, kdyz je thel BAC ostry nebo pravy, |xKAM| =
= 360° — 2|<BAC]|, kdyz je tthel BAC' tupy.]

. Necht P je vnitini bod ostrothlého trojuhelniku ABC s danym obsahem S.

Oznac¢me K, L a M obrazy bodu P v osovych soumérnostech podle pifimek AB,
BC a C'A. Vypoctéte obsah Sestitthelniku AK BLCM a zjistéte, kdy je tento
Sestitthelnik pravidelny. [Obsah je vzdy 2S5, Sestitthelnik je pravidelny pouze
Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojthelniku ABC'. Uvazujme
obrazy K, L a M bodu P v osovych soumérnostech s osami AB, BC a CA.
Urcete mnozinu vSech bodt P takovych, ze trojuhelnik K LM je rovnoramenny.
[63-C-1-4]
Necht A a B jsou rizné body roviny. Déle je déan orientovany thel w (0° <
< w < 90°). Pro libovolny bod X ozna¢me po fadé X 4, Xp obrazy bodu X
v otocenich kolem stiedii A a B o thel w. Urcete vSsechny body X, pro které
je trojuhelnik X X 4 X5 rovnostranny. [48-B-11-4]
Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik, jehoZz vnitini thel pfi vrcholu B mé
velikost 60°.

a) Jestlize |[BC| = |CD|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokazte.

b) Rozhodnéte, zda plati opacna implikace.
[63—-A-1-5]

. Je ddno prirozené cislo k < 12. Ve wvrcholech pravidelného dvandctiuhelniku jsou
napsdna ¢isla 1,2, ...,12 (jako na ciferniku hodin). V jednom kroku miZeme bud
vymenit nekterd dvée protilehla cisla, nebo zvolit libovolnych k sousednich vrcholi
a v nich napsand ¢isla zvétsit o 1. Jako T(k) oznacme tvrzeni, Ze po konecném
poctu kroki lze dostat vSech 12 ¢isel stejnych. Dokazte, Ze T(2) neplati, T'(5) plati,
a rozhodnéte o platnosti T'(3).

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

Na tabuli jsou napsana celd nezaporna ¢isla od 0 do 1 234. Uvazujme nasledujici
operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla a misto nich na tabuli napiseme jejich
rozdil (od vétsiho ¢isla odeéteme mensi). Tuto operaci opakujeme, dokud na
tabuli neztistane posledni ¢islo. Mtize na tabuli ztstat ¢islo 27 [Ne. Uvedenou
operaci se nemeéni parita souctu vSech c¢isel napsanych na tabuli, kterd je na
pocatku licha.]

Na tabuli jsou napsana vSechna pfirozend c¢isla od 1 do 100. Uvazujme nésle-
dujici operaci: Smazeme libovolna dvé ¢isla a misto nich napiSeme na tabuli
jejich soucet. Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli neztistanou posledni tii
¢isla. Mzeme timto zptisobem nakonec ziskat t¥i po sobé jdouci éisla? [Soucet
tTi po sobé jdoucich cisel je délitelny tremi, kdezto neménny soucet vSech cisel
na tabuli délitelny tfemi neni.|

Na stole je n pohari, vSechny jsou postaveny dnem vzhiiru. V jednom kroku
smime otocit libovolnych k& pohari naopak (k je pevné déano). Je mozné, aby
po koneéném poéctu krokti bylo vSech n pohart postaveno dnem dol@i? Reste
nejprve pron =9 a k = 5, potom pron =9ak =4. [Pron=9ak =25
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D1.

D2.

D3.

D4.

D5.

to ziejmé mozné je. Pro n = 9 a k£ = 4 to mozné neni, protoze obecnéji plati:
pfi sudém k a libovolném n se neméni parita poc¢tu pohart postavenych dnem
vzhiru (tj. tento pocet je bud porad sudy, nebo potad lichy).]
Na hranici kruhu stoji 2 jednicky a 48 nul v poradi 1,0,1,0,0,...,0. V jed-
nom kroku je povoleno pricist ¢islo 1 ke kterymkoliv dvéma sousednim ¢islim.
Mizeme po nékolika krocich dosdhnout toho, aby vSech 50 c¢isel bylo stejnych?
[Neni to mozné; oznacte ¢isla po fadé x1,xs, ..., 50 a vysvétlete, pro¢ vyraz
T1 — g+ X3 — Ty + ...+ Tgg — T5o neméni svou hodnotu (nezapomerite, ze
spolu sousedi i z1 a x50).]
Je danon (n 2 2) pfirozenych ¢isel, s nimiz miZzeme provést nasledujici operaci:
vybereme nékolik z nich, ale ne vSechna a nahradime je jejich aritmetickym
prumérem. Zjistéte, zda je mozno pro libovolnou pocatecni n-tici dostat po
koneéném poctu krokiu vSechna éisla stejnd, jestlize n se rovnd a) 2000, b) 35,
c) 3,d) 17. [51-B-1-4]
Na kazdé sténé krychle je napsano pravé jedno celé ¢islo. V jednom kroku zvo-
lime libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsana zvétsime o 1.
Urcete nutnou a postacujici podminku pro ocislovani stén krychle na pocatku,
aby po kone¢ném poctu vhodnych krokt byla na vSech sténach krychle stejna
¢isla. [60-A-I-5]
V kazdém vrcholu pravidelného 2008thelniku lezi jedna mince. Vybereme dvé
mince a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Zze jedna se posune
ve sméru a druha proti sméru chodu hodinovych rucicek. Rozhodnéte, zda je
mozno timto zptsobem vSechny mince postupné presunout:

a) na 8 hromadek po 251 minci,

b) na 251 hromédek po 8 mincich.
[68—A-1-5]
Krokem budeme rozumét nahrazeni usporadané trojice celych éisel (p,q,r)
trojici (r + 5q, 3r — 5p, 2q¢ — 3p). Rozhodnéte, zda existuje celé ¢islo k takové,
ze z trojice (1,3,7) vznikne po koneéném poctu kroku trojice (k, k + 1,k + 2).
[52-B-1-4]
Je dano n nezapornych cisel. Miizeme vybrat libovolnd dvé z nich, feknéme a
a b, a < b, a zaménit je Cisly 0 a b — a. Dokazte, ze opakovanim této operace
lze vSechna dané c¢isla zménit na nuly, praveé kdyz ptvodni ¢isla lze rozdélit do
dvou skupin tak, Ze soucty ¢isel v obou skupinach jsou stejné. [51-B—11-4]



