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Navody k domaci casti I. kola kategorie C

1. Ctvercovd tabulka je rozdélena na 16 x 16 policek. Kobylka se po ni pohybuje dvéma
sméry: vpravo nebo doli, pricemZ stridd skoky o dvé a o tFi policka (to jest Zadné
dva po sobé jdouct skoky nejsou stejné dlouhé). Zacind skokem délky dva z levého
horniho policka. Kolika ruznymi cestami se miuzZe kobylka dostat na pravé dolni
policko? (Cestou rozumime posloupnost policek, na kterd kobylka skoci.)

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Kobylka skace po useéce délky 10cm a to skoky o 1cm nebo o 2cm (vzdy
stejnym smérem). Kolika zptsoby se muze dostat z jednoho krajniho bodu
tsecky do druhého? [Pokud oznacime a,, pocet zpiisobii, kolika se mtize kobylka
dostat do bodu vzdaleného ncm od pocatecniho bodu tusecky, pak pro kazdé
n = 1 plati api2 = apy1 + an. ProtoZe a; = 1 a az = 2, mizeme dalsi
pocty as, aq, ... postupné pocitat podle vzorce z predchozi véty, az dosp€jeme
k hodnoté a9 = 89. Pfi jiném postupu je mozno rozdélit vSechny cesty podle
toho, kolik pfi nich udéla kobylka skokt délky dva (jejich poc¢et muze byt 0, 1,
2, 3, 4 nebo 5 a tim je také urcen pocet skoku délky 1: 10, 8, 6, 4, 2 nebo 0).
Ke kazdému takovému poctu pak urcime pocet vSech rtiznych poradi jednicek
a dvojek (davajicich v souc¢tu 10). Dostaneme tak 1+9+28+35+15+1 = 89
moznych cest.]

2. Sktitek se pohybuje v tabulce 10 x 15 skoky o jedno poli¢ko nahoru nebo o jedno
policko doprava. Kolika riznymi cestami se mize dostat z levého dolniho do
pravého horniho policka? [Skiitek udéld 9 skoki nahoru a 14 skoku doprava.
Jeho cestu ur¢ime, kdyz v potfadi vSech 23 skokti vybereme téch devét, které
%gve%ou nahloéu.wPoéet téchto vybért 9 prvkt z danych 23 je roven zlomku

IR tedy ¢islu 817190.]

3. Urcete pocet dvojic (a,b) celych kladnych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které je
soudin ab délitelny tfemi. [C—51-11-1]

4. Urcete pocet vSech ¢tyfmistnych prirozenych cisel, kterd jsou délitelna Sesti
a v jejichz zapisu se vyskytuji pravé dvé jednicky. [C-56—S—1]

2. Pro kladna realnd cisla a, b, c, d platt
a+b=c+d, ad = bc, ac+ bd = 1.

Jakou nejvétsi hodnotu mize mit soucet a +b+c+ d?

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Ukaite, Ze nerovnost 3(u + v) 2 /uv mezi aritmetickym a geometrickym
prumérem dvou libovolnych nezapornych ¢isel v a v plyne ze zfejmé nerovnosti
(a—b)? = 0 vhodnou volbou hodnot a a b. [Zvolte a = \/u a b = y/v.] Podobnym
obratem nebo pfimym uzitim zminéné AG-nerovnosti (v nékterych p¥ipadech

1



i nékolikerym) dokazte dalsi nerovnosti

2abc < a® +b%c®, a*+b* 2 a*b+ab®, (1+a+b)?=3(a+b+ab),
a b 1 1 1 1 8 1 1 1
ERFLENE U S W S AU A O YO A SN
b2+a2_a+b ab+cd_(a—|—b)(c+d) <a+b)(+c c+a =8

v nichz a, b, ¢, d oznacuji libovolné kladna cisla.
2. Dokazte, ze pro libovolna kladna realna cisla a, b plati

2(a* +3ab+b?) _a+b
Vv < <
BTy = 2

a pro kazdou z obou nerovnosti zjistéte, kdy prechézi v rovnost. [59-C-I-5]
3. Dokazte, ze pro libovolna rtzné kladnéa ¢isla a, b plati

a+b<2(a2—l—ab+b2)< [a? + b?
2 3(a+0b) 2
[58-C-1-6]

4. Dokazte, ze pro libovolna nezaporna cisla a, b, ¢ plati

(a4 be)(b+ ac) = ab(c +1)2.

Zjistéte, kdy nastane rovnost. [58-C—S—1]
5. Splnuji-li realna ¢isla a, b, ¢, d rovnosti

A+ =+t =2+d%=1,

plati nerovnost
ab + ac + ad + be + bd + cd < 3.

Dokazte a zjistéte, kdy pfitom nastane rovnost. [55-C-11-2]
6. Necht a, b, ¢, d jsou takova redlna ¢isla, ze a + d = b + ¢. Dokazte nerovnost

(a—=b)(c—d)+(a—c)(b—d)+ (d—a)(b—rc) 2 0.

[54-C-1-1]

3. Je dan obdélnik ABCD s obvodem o. V jeho roviné najdéte mnoZinu vsech bodu,

jejichz soucet vzddlenosti od primek AB, BC', CD, DA je roven %0.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. V roviné je ddno k navzajem rtznych rovnobézek. Které body této roviny maji
nejmensi soucet vzdélenosti od zminénych k rovnobézek? Odpoveéd promyslete
nejdfive pro malé hodnoty k = 2, 3,4, ... a pak podejte zobecnéni. [V pifipadé
sudého k jde o body pasu mezi dvéma ,,prostiednimi“ rovnobézkami, v pripadé
lichého k jde o body na prostfedni rovnobézce. |

2. Je dan pravouhly rovnoramenny trojihelnik ABC' s odvésnami AC, BC' délky
1cm. V pravém thlu ACB urcete vSechny ty body, jejichz soucet vzdalenosti
od ramen C A, CB je roven a) 1cm, b) 3cm. [V pfipadé a) pro hledany bod X
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porovnejte obsah utvaru vzniklého slepenim trojihelniki ACX a BC X s obsa-
hem trojahelniku ABC' a vyvodte odtud, Ze vyhovujici body X vyplni tsecku
AB. V piipadé b) zaménte body A, B vhodnymi body A’, B’ na ramenech
CA, resp. C'B a uzijte stejny postup jako v pfipadé a).]

3. V roviné jsou dany dvé rovnobézky a a b vzdalené 1cm a primka ¢ k nim
kolmé. Urcete vSsechny body roviny, jejichz soucet vzdalenosti od piimek a, b, ¢
je roven 2 cm. [Rozliste pfipady, kdy takovy bod lezi v pasu uréeném piimkami
a, b a kdy lezi v jednom ze ¢tyf pravych thli tvofenych piimkou ¢ a jednou
z piimek a ¢i b.]

4. Je dana tusecka AB. Sestrojte bod C tak, aby se obsah trojuhelniku ABC
rovnal 1/8 obsahu S ¢tverce o strané AB a soucet obsahii ¢tverct o stranach
AC a BC se rovnal S. Kolik mé tloha feSeni pro dané umisténi tsecky AB
v roving? [C-54-S-3]

4. Rozhodneéte, zda z libovolnych sedmi vrcholi daného pravidelného 19uhelniku lze
vZdy vybrat ctyri, ktere jsou vrcholy lichobézZniku.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
Uziteény Dirichletuv (prihrdadkovy) princip se nejcastéji uvadi s dvéma pii-
rozenymi Cisly k a n takto: ,Je-li alespon nk 4+ 1 pfedméti rozdéleno do n
prihradek, je v nékteré z nich alespon k£ + 1 z téchto predméti.“ I kdyz jde
o velice jednoduché tvrzeni (zdivodnéte ho sami), nachazi ti¢elné uplatnéni
v mnoha situacich (¢asto dokonce s hodnotou k = 1).

1. Z libovolnych 82 ptirozenych c¢isel lze vybrat dvé cisla tak, aby jejich rozdil byl
délitelny cislem 81. Dokazte. [Rozdélte ¢isla do skupin podle jejich zbytku pii
déleni ¢islem 81.]

2. Vybereme-li z mnoziny {1,2,3,...,100} libovolné 12 riznych ¢isel, pak rozdil
nékterych dvou z nich bude dvojmistné ¢islo zapsané dvéma stejnymi cislicemi.
Dokazte. [Rozdélte ¢isla do skupin podle jejich zbytku p#i déleni éislem 11.]

3. Dokazte, ze ze 111 riznych celych ¢isel se vzdy da vybrat jedenact takovych, ze
jejich soucet je délitelny jedenacti. [Vyuzijte toho, Zze soudet 11 ¢isel se stejnym
zbytkem pii déleni ¢islem 11 je nasobkem ¢isla 11.]

4. Z4dné z danych 17 celych ¢isel neni délitelné ¢islem 17. Dokazte, Ze soudet
nékolika z téchto danych ¢isel je ndsobkem ¢isla 17. [Dand ¢isla oznacte jako
ai,...,a17 a uvazte zbytky 17 souétt s; = a1 +as+...+a; (1 =1,2,...,17)
pfi déleni ¢islem 17; neni-li Z&dny z nich roven 0, dévaji dva ze souctl s; < s;
stejny zbytek modulo 17, takze je ¢islem 17 délitelny rozdil s; — s; pro néktera
i <3l

5. Tabulka 6 x 6 je zaplnéna ¢isly —1,0, 1. Secteme ¢isla v jednotlivych radcich,
sloupcich i obou uhloptickach. Dostaneme 6 + 6 + 2 = 14 souc¢tti. Dokazte, ze
nékteré dva z nich se sobé rovnaji. [VSechny soucty lezi v mnoziné celych ¢isel
z intervalu (—6, +6), kterd ma jen 13 prvki.]

6. Jaky nejvétsi pocet krali miizeme umistit na Sachovnici 8 x 8, aby se zadni
dva navzdjem neohrozovali? [16. Rozdélte celou Sachovnici na 16 dila 2 x 2.

7. Vybereme-li v rovnostranném trojuhelniku o strané a libovolné 10 bodu, pak
vzdalenost nékterych dvou vybranych bodi je nejvyse a/3. Dokazte. [Cely troj-
thelnik rozdélte na 9 rovnostrannych trojahelnikt o strané a/3.]

8. Deset rodin z jednoho domu travilo dovolenou v zahranici. Kazda jela jinam
a poslala domii pohlednice péti z ostatnich rodin. Dokazte, ze nékteré dvé
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rodiny si poslaly pohlednice navzéjem. [VSech pohlednic bylo 50, raznych dvoj-
prvkovych mnozin {odesilatel, adresat} je nejvyse (10-9) : 2 = 45/]

Z mnoziny {1,2,3,...,99} vyberte co nejvétsi pocet ¢isel tak, aby soucet zad-
nych dvou vybranych ¢isel nebyl ndsobkem jedenacti. (Vysvétlete, pro¢ zvoleny
vybér ma pozadovanou vlastnost a proc¢ zadny vybér vétsiho poctu cisel nevy-
hovuje.) [58-C-I-5]

5. Urcete viechna celd ¢isla n, pro néz 2n® — 3n? +n + 3 je prvocislo.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.
2.

b

Dokazte, Ze pro kazdé piirozené éislo m je rozdil m® — m? délitelny éislem 60.
Uréete vSechna kladna celd ¢isla m, pro ktera je rozdil m® —m? délitelny ¢islem
120. [C-55-1-1]

Pro ktera dvojmistna &isla n je ¢islo n® — n délitelné stem? [C—50-S—3]
Dokate, Ze pro libovolna celd ¢isla n a k vétsi nez 1 je ¢islo nf+2 —nk* délitelné
dvanécti. [C-59-1I-1]

6. Uvnitr pravidelného Sestivhelniku ABCDEF s obsahem 30 cm? je zvolen bod M.
Obsahy trojihelniki ABM a BCM jsou po tadé 3 cm?® a 2 cm?. Urcete obsahy
trojuhelnikia CDM, DEM, EFM o FAM.

NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1.

V daném rovnobézniku ABCD je bod F stied strany BC' a bod F' lezi uvnitf
strany AB. Obsah trojihelniku AFD je 15 cm? a obsah trojuhelniku FBE je
14 cm?. Urcete obsah &étyithelniku FECD. [57-C-S-2]

. V ostrothlém trojihelniku ABC' ozna¢me D patu vysky z vrcholu C a P,

() odpovidajici paty kolmic vedenych bodem D na strany AC' a BC. Obsahy
trojuhelnika ADP, DCP, DBQ, CDQ ozna¢me postupné S, S, S3, S4. Vy-
poctéte Sy : S, jestlize Sy : So =2:3, S3:85, =3:8. [65-C-1-5]

Zakladna AB lichobézniku ABCD je ttikrat delsi nez zakladna C'D. Oznac¢me
M stred strany AB a P priusecik usecky DM s uhlopfickou AC. Vypocitejte
pomér obsahi trojuhelniku CDP a ¢tyftahelniku M BCP. [55-C—1I-1]



