62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

Ulohy domdci &sti |. kola kategorie A

1. Najdete vsechny dvojice prvocisel p, q, pro které existuje prirozené cislo a takove,
ze
pq a’?+1

p+q a+1°

RESENT. Budeme se nejprve zabyvat piipadem, kdy hledana prvodcisla p a ¢ jsou
rizna. Tehdy jsou ¢isla pq a p + g nesoudélna: soucin pq je totiz délitelny pouze dvéma
prvocisly p a g, zatimco soucet p 4+ q zadnym z téchto prvocisel délitelny neni.

Zjistime, které prirozené ¢islo r miize byt spoleénym délitelem &isel a 4+ 1 a a? + 1.
Jestlize r | a + 1 a soucasné r | a®> + 1, potom r | (a + 1)(a — 1) a také r | (a®> + 1) —

1

je tedy bud
a+1 ! y
v zakladnim tvaru, anebo zékladni tvar vznikne vykracenim dvéma, ziejmé podle toho,

zda je cislo a sudé ¢i liché.
V pripadé sudého a tak musi platit

— (a® — 1) = 2, takze r miize byt jediné jedno z &isel 1 a 2. Zlomek

pg=a’+1 a p+qg=a+1.

Cisla p, ¢ jsou tudiz kofeny kvadratické rovnice 2% — (a + 1)z + a? + 1 = 0, jejiz
diskriminant

(a+1)* —4(a®*+1) = -3a* +2a -3 = 20> — (a — 1)* -2

je zfejmé zaporny, proto rovnice nema v mnoziné realnych cisel feSeni.
V pripadé lichého a musi s ohledem na kraceni dvéma platit

2pg=a*+1 a 2(p+q)=a+1.
Cisla p, q jsou tudiz koteny kvadratické rovnice 222 — (a + 1)z +a? + 1 = 0, jejiz diskri-

minant je rovnéz zaporny. Zadna dvojice riiznych prvoéisel p, ¢ tedy tiloze nevyhovuje.
Zbyva rozebrat pripad, kdy p = q. Potom

Y

p-qg _pp _p
p+q p+p 2

takze ma platit
2(a® +1 4
—(a+ )——2a—2+—;

p= a—+1 a—+1

to je celé ¢islo, pravé kdyz a + 1 | 4 ¢ili a € {1, 3}, takZe p = 2 nebo p = 5.
Uloze tedy vyhovuji pouze dvojice p=¢=2ap=gq=5.
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Necht p a g jsou prvoéisla. Zjistéte, jaky je nejvétsi spoleény délitel ¢isel p+q a p2 + ¢2.
[2p, jestlize p = ¢; 2, jsou-li p a ¢ ruzné lich4 prvodisla; 1, je-li jedno z &isel p, g liché
a jedno sudé|

2ln+4
2. Dokazte, ze zlomek 14713, v némz n je piirozené ¢&islo, nelze kratit. [1. MMO, 1959]
n
3p —
3. Urcete vSechna celd Cisla vétsi nez 1, kterymi lze kratit néktery ze zlomk tvaru : p+ 2q ,
P q

kde p a g jsou nesoudélnd celd ¢isla. [68—A—S—-3]
2
je prvodislo. [58—A-1-3]

4. Najdéte vSechny dvojice prirozenych cisel x, y takové, Ze n
rTy
5. Uréete viechny dvojice prvoéisel p, ¢, pro néz plati p + ¢ = q + p°. [65-B-II-1]
6. Najdéte vsSechny trojice navzajem ruznych prvocisel p, g, r spliujici nasledujici pod-
minky:

plg+r, q|r+2p, r|p+3q.

[55—A—TII-5]

2. Dvé kruznice ki(S1,71) a ko(S2,72) se vné dotgkaji a lezi ve ctverci ABC'D

o stran€ a tak, Ze ki se dotykd stran AD a CD a ko se dotyka stran BC a CD.

Dokazte, zZe aspon jeden z trojuhelniki AS1S2, BS1S> md obsah nejvyse 13—6 a?.

RESENT. Usecky AS; a BS; lezi na uhlopiickach daného étverce, jsou tedy navza-
jem kolmé a protinaji se ve stfedu P ctverce. Plati

|D51\ =Ty \/57 |le| = (a_rl)\/i |P51’ = <g —7’1) \/57

|CSQ| =T9" \/57 |ASQ| = (a— 7‘2)\/57 |P52| = <% —’)“2> \/5

Proto ma trojuhelnik AS7.S5 obsah

1
SASlSQ = §|AS2| * |P51| = (a — r2) (g _ 711)

a trojuhelnik BS;S5 obsah

1 a
Spsis; = 5|BS1| - |[PS:| = (a —11) <§ _7“2) .

Soucet obou obsahii je

3
S =(a—ry) (g — 7‘1) + (a—r1) (% — 7“2) =a®— 5@(7“1 +79) + 2r1ra.

Oznac¢me K bod dotyku kruznice k; se stranou AD, H a L body dotyku kruznice ks
se stranami C'D a BC' a M prisecik pfimek KS; a HSy (obr.1).
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Podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik S1M S5 je
(=11 —12)% 4 (r1 —1r2)? = (r1 +1r2)°.
Odtud dostavame

(@ — 1y —13)? = dryry,

a—1ry—Try =241r172,
a=r1+ra 42/ = (Vi i)t 2 4

éili )
a

rire < —.

172 =16

Délka tsecky DC' zfejmé nemtize byt veétsi nez délka lomené cary K.S1.5:L, takze
2r1 + 2ry = a.

(To vyplyva i z rovnosti a = r1 +ry+24/7172, protoze podle AG-nerovnosti je 24/r17192 =
< ry + ry.) Proto

3 3 1 3
S =a%- 5@(7’1 +7r2) +2rirg £ a’® — ZaQ + gaz = gaz.

3 2

To znamena, Ze aspoi jeden z obsahti Sas,s,, Sps,s, je nejvyse jza.

Jiné feseni. Muzeme polozit a = 1. Rozdil obsaht trojahelniki AS;S2 a BS1Ss
je (podle vyjadieni z ptvodniho FeSeni)

Sas,s, — SBsys, = (1 —7‘2)<% —7‘1> —(1 —7“1)(% —7‘2) = %(7& —71).

Bez jmy na obecnosti 1ze pfedpokladat, ze r1 = ry. Potom Sag, 5, < Sps, s,. Pocéitejme
tedy obsah trojihelniku AS;S5. Podle Pythagorovy véty je (1 —r; —72)2 + (11 —12)? =

= (r1 + r9)?, odtud \/7’_1 + \/E = 1, takze ro = (1 — \/r_1)2 Oznacme z = \/E
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1 > Gvh oy > 1
Z nerovnosti r1 +ry = = ary = ro vyplyvary 2 1

az
kruznice ki lezi ve ¢tverci ABC D. Odtud plyne % <z \/; . Obsah trojuhelniku AS7S5
je

druhé strany plati r; < 2, protoze

1 1 T
SAslsQZ(l—T2)<§—T‘1) 25—7“1—52—%7“17”2:
1 1
:__552_—(1—$)2+x2(1_$)2:$4—2x3——x2+ﬂc;
2 2 2
3 1 3 5 3
SAS152_E:;L‘4_2$3_§{L' —|—£C—1—6:<(L'__)< Zl-_i_g):
<

- (+-3)[#(-5) -3 )]

0
diky tomu, Ze 13—0 <i<z< 12 < 3. Proto Sas, s, 1—36.
NAVODNE A DOPLNUJIcCI ULOHY:
1. Dokazte, Ze pro poloméry 71, ro plati nerovnost ry+ra = 14 arovnost VT1+/T2 = Va.
2. Oznaéme G ten bod stfedni pficky ¢tverce ABCD rovnobézné se stranou AD, jehoz
vzdalenost od strany AB je trojnasobkem vzdalenosti od strany CD. Dokazte, ze G
lezi ve vnit¥ni oblasti kruznice k1, praveé kdyz r; > ia.
3. Dokazte, ze nemohou soucasné platit nerovnosti r1 > ia arg > ia.
4. Dokazte, Ze obsah trojuhelniku AS7.S2 je mensi nez obsah trojahelniku BS;1S2, pravé
kdyz r1 > ra.
5. Dokazte, ze aspon jeden z trojuhelnikt AS1S2, BS1S2 mé obsah nejméné %a
6. Je déna kruznice k1(S1,71) a kruznice k2(S2,72), kde ro < ri. Tyto kruznice maji
vnitini dotyk v bodé A. Sestrojte kruznici k3, kterd ma vnitini dotyk s kruznici ki,
vnéjsi dotyk s kruznici k2 a dotyka se pfimky AS;. [15—-A-II-3]
7. Dvé kruznice k1(S1,71) a k2(S2,72) se vné dotykaji a lezi ve étverci ABCD o strané a
tak, Ze k1 se dotykd stran AD a CD a ko se dotyka stran BC a AB. Vypocitejte obsah
trojihelniku AS;Sa. [3(v/2 — 1)a?]
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3. Oznacéme p(n) pocet vsech n-mistnych ¢isel sloZenych jen z ¢islic 1,2, 3,4, 5, v nichZ
se kazde dve sousedni cislice list alespon o 2. Dokazte, Ze pro kazZdé prirozené cislon
plati

5-24" 1 <pn) <5255

RESENT. Odtrzenim posledni éislice vyhovujiciho (n + 1)-mistného &sla dostaneme
vyhovujici n-mistné cislo. VSimnéme si, jak naopak z vyhovujictho n-mistného ¢isla
vytvorime vyhovujici (n + 1)-mistné ¢islo. Kon¢i-li n-mistné ¢islo €islici 1, mizeme na
konec pridat nékterou z ¢islic 3, 4, 5. Za c¢islici 2 mtzeme pridat nékterou z ¢islic 4, 5,
za Cislici 3 mize néasledovat 1 nebo 5, za ¢islici 4 mize byt 1 nebo 2 a za ¢islici b
miizeme pridat jednu z cislic 1, 2, 3. Vidime, Ze zalezi na tom, jaka je posledni cislice.
Oznacme proto a, pocet vyhovujicich n-mistnych ¢isel zakoncenych nékterou z ¢islic 1,
5, by, pocet ¢isel zakoncenych nékterou z ¢islic 2, 4 a ¢,, pocet ¢isel zakoncenych ¢islici 3.
Potom p(n) = a, + b, + ¢,. Z¥ejmé a; = by =2, ¢, =1, p(1) =5=5-24° =5.25°
ag =6,by=4,c0=2,p(2)=12=5-24' <5.25%

Z predchézejicich tivah vyplyva platnost rekurentnich vztahii

pt1 = Qp + by +2¢,, bpy1 = an + by, Cpr1 = ay. (1)

Z nich vyplyvéa az = 14, b3 = 10, c3 = 6, p(3) = 30 € (5-2,4%;5-2,52).
Matematickou indukci dokazeme, Ze pro kazdé n = 3 plati
2

an = 24" b, > 3 24", ¢, = 24" 1.



Pro n = 3 to plati. Jestlize a,, = 2,4", b,, = % 224" a ¢, = 24" 1 tak i

2
Uny1 = Qp + by +2¢, 2 2,4™ + 3 24" +2.24"1 =

2 5
— 94", (1 +5+ 6) —25.24" > 24"

2 5 2
bui1 = ap + by, = 2,4" + 3 24" = 3 224" > 3 .2 4ntL

Cn+1 = Gn 2 27471

Z pravé dokazanych nerovnosti vyplyva
2
p(n) = an +bn+cn 224" + 524" + 24" =(24+16+1)-24" " =5.24"""

Podobné dokdzeme druhou nerovnost; ovéfime, ze pro n = 3 plati

2
an <k-25"% b,<k- 3 2,5 ¢, <k-2,5"1 (2)
kde k je vhodné zvolené cislo. Potom bude

) 31 31
p(n):an+bn+cn§k‘-2,5”_1-<2,5+§+1> :k-2,5"—1-gz5k.%.2,5n—1'

Zvolime-li tedy k = %, bude pro kazdé n = 3 platit p(n) < 52,5771,
Zbyvé matematickou indukei dokazat nerovnosti (2), v nichz k = 3%. Pro n = 3
nerovnosti plati. Plati-li (2), je rovnéz

37
=k-25". = <k.25"1
9 15< b 9

2
L2 2757'L+1,
3

an+1:an+bn+2cn§k'275n'

VRS
[a—
_|_
+
(S F TN
I —

/N
[
+
WD Wl N

bn+1:an+bn§k'2v5n'

Cni1 =ap S k-2,5".

~—
|

Jiné reseni. Ukazeme, ze kazd4 z posloupnosti {a, }, {b,}, {cn}, jez byly zavedeny
v predchozim Feseni, splituje v disledku rovnosti (1) rekurentni rovnici @, 19 = 22,11 +
+ 2x,, — 2,1, takZe ji spliiuje i posloupnost zkoumanych hodnot p(n) = a,, + b, + ¢y,
coz dale zapiSeme vztahem (3).

Skute¢né, z prvni a tfeti rovnosti (1) dostavame a1 = a, + by, + 2a,,—1, odkud

bp = Gpy1 — ap — 2ap_1, atedyi bpy1 = ani2 — Gny1 — 2an.
S pfihlédnutim k druhé rovnosti (1) tak plati
Qn42 — Onp41 — 2a, = bn+1 =an + bn =an + (an—l—l — Qp — 2an—1)7

odkud porovnanim krajnich vyrazt vychéazi avizovana rovnost

G,n+2 = 2an+1 + 2an — Zan_l.
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Nyni trojim dosazenim a,, = b,4+1 — b,, do rovnosti b,, = a,+1 — a,, — 2a,,—1 dostaneme
b = (bn+2 - bn+1) - (bn+1 - bn) - 2(bn - bn—l)a
odkud po upravé vychazi
bnio = 2by41 + 2b, — 2b, 1.
Koneéné posloupnost {c,} je jen ,posunutd® posloupnost {a,}, takze
Cnt2 = Qpt+1 = 20y + 201 — 20p—2 = 2Cp41 + 2¢, — 2¢p—1.

Spojenim vsech tii rekurenci mame

p(n+2)=2p(n+1)+2p(n) —2p(n—1). (3)
Matematickou indukci dokézeme, Ze pro kazdé k = 1 plati
2,4p(k) = p(k +1) = 2,5p(k). (4)

Pro k =11 pro k = 2 nerovnosti (4) plati. Plati-li (4) pro vSechna k € {1,2,...,
n+ 1,n + 2}, potom
p(n+3) =2(p(n +2) +p(n+1) —p(n)) 2
+1
M) =2+

7 p(n+2) 74p(n + 2)
p 2) 4+ . -
(p(”+ ATy ) 30

1\

Tp(n + 1))

§2<p(n+2)+p(n+1)— 5

v

> 2,4p(n + 2).

Podobné také

p(n+3) = 2<p(n+2) +p(n+1) - p—(”z"g 1)) <

3 n+ 2
< 2<p(n +2)+ - M) = 2,5p(n +2).
5 24

Z rovnosti 5-2,4° = p(1) = 5-2,5° a nerovnosti (4) vyplyva, Ze nerovnost 5-2,4" 1 <
<p(n) £5-2,5"! plati pro kazdé ptirozené n.

Pozndamka. Rovnice (3) se nazyva linedrni diferencni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty. Zndmy rekurentni vztah g,4+1 = g, - ¢ pro geometrické posloupnosti napovida,
ze rovnici (3) by mohly vyhovovat nékteré geometrické posloupnosti, tedy p(n) = ¢".
Dosazenim do (3) dostaneme pro kvocient g tzv. charakteristickou rovnici

@ —2¢> —2¢+2=0,

kterd mé tfi realné kofeny q; = —1,170 086 487, gy = 0,688 892 182, g3 = 2,481 194 304.
D4 se dokazat, ze kazdé Feseni rovnice (3) je linedrni kombinaci posloupnosti {¢7'}, {¢5}

a {q%}, tedy
pn) =a-q +0-q3 +7-¢.

Koeficienty «, (3, v vypocitame ze soustavy rovnic
aqi+Pgatygs = p(1) =5, agi+Ba3+ya5 = p(2) =12, agi+Bg;+743 = p(3) = 30.
Misto tfeti rovnice lze pouzit a + 3 + v = p(0) = 2; ¢islo p(0) se sice neda definovat
jako pocet 0-mistnych ¢isel, ale p(0) = 2 odpovidé vztahu (3). Pro ¢leny posloupnosti
tak dostaneme pfiblizné vyjadieni

p(n) ~ —0,063 627 546¢™ + 0,108 637 179¢% + 1,954 990 36747
(Tato pfibliznad rovnost se da pouzit zhruba az po n = 20, pro vétsi n uz se projevi
zaokrouhlovaci chyby.)



NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:

1. Oznacme pn,, pocet vSech n-mistnych Cisel slozenych jen z ¢islic 1 a 2, v nichz se nevysky-

tuji dvé jednotky vedle sebe. Dokazte, ze p, = Fn43, kde F} je k-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti.

2. OznaCme p, pocet vSech n-mistnych cisel slozenych jen z &islic 1, 2, 3, v nichz se

nevyskytuji tii stejné cislice vedle sebe. Dokazte, ze pro kazdé prirozené cislo n plati
pn > 2,77,

3. OznaCme p, pocet vSech n-mistnych cisel, v jejichz dekadickém zapise se vyskytuji

vedle sebe dvé nuly. Dokazte, ze

g (55 ()

pn=9-10""1 —

4. Po vrcholech pravidelného osmithelniku ABCDEFGH skace klokan. Kazdym skokem

se premistuje z jednoho vrcholu do nékterého z obou sousednich; za¢ind v A a zastavi
se, jakmile se poprvé dostane do E. Ozna¢me a, pocet vSech riuznych cest z A do F
slozenych prave z n skokt. Dokazte, ze pro vSechna k = 1,2,3, ... plati

1 _ _
(xk 1_yk 1))

asp = ——
2k \/i

kde z = 2 + /2, y = 2 — V2. [21. MMO, 1979]

askg—1 =0,

4. Najdéte vsechny funkce f: R\ {0} — R takové, Ze pro vsechna nenulovd ¢isla x, y

plati

z- flry) + f(~y) =2 f(x).

RESENI. Dosazenim x = 1 dostaneme

fy) + f(=y) = f(1).

Ozna¢ime-li f(1) = a, mame f(—y) = a — f(y). Dosadme jesté y = —1, takze

cili

a odtud

z-f(=x)+ f(1) = - f(x)

2(a—f@) +a=z-f(z)

= 80 1),

Zkouskou ovéfime, ze pro libovolné redlné ¢ vyhovuje kazda funkce f(z) = c¢(1 4 1/x):

1

x-f(xy)+f(—y)=x-c(1+i>+c(1+i):c<x+1+1—_>:

LY -y
=clx+1)= cm<1+ é) =z f(x).

Y Y

Jiné reseni. Ozna¢me f(1) = a. Dosazenim y = —1 do dané rovnice dostaneme

neboli



Danou rovnici upravime na tvar

Flay) + - f(-y) = (),

z néhoz pomoci (1) mame

1 a
flay) + 3 (F0) = ) = 7@)
flay) + 12— 2 ya),
Zaménou x a y navic dostaneme
flx) o _
f(ny’)JFT—y—m = f(v),

takze odectenim poslednich dvou rovnic

f@) ) _
Y x

a dosazenim y = 1 vyjde
1
2f(x) = a(l + —).
x

Snadno se opét presvédéime, ze kazda funkce f(x) = ¢(1 + 1/z) je feSenim dané funk-
cionalni rovnice.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Najdéte vSechny funkce f: (0,00) — (0, 00), které vyhovuji soucasné nasledujicim tiem
podminkam:
a) Pro libovolné nezdporna &isla z a y takova, ze = + y > 0, plati rovnost

P @) fw) = ()

b) f(1) = 0;
c) f(z) > 0 pro libovolné = > 1. [54-A-1-6]
2. Necht R zna¢i mnozinu vSech kladnych redlnych ¢isel. Uréete v8echny funkce f: Ry —
— R4, které pro libovolna kladni ¢isla x, y splnuji rovnost

2? (f(2) + f(y)) = (@ +y)f (f(@)y) -

[63—-A—-II1-6]
3. Necht R4 zna¢i mnozinu vSech kladnych redlnych ¢isel. Najdéte vSechny funkce f:
R+ — R4 spliujici pro libovolna z,y € R4 rovnost

f(zf(y) = f(zy) + .

[61-A-II1-6]
4. Oznacme R4 mnozinu vsech kladnych redlnych cisel. Uréete vSechny funkce f: R4 —
— R4 takové, ze pro libovolnd z,y € R4 plati

f@) - F@) = F@) - (@ F@) + x—ly

[60-A—TTI-6]

Uzite¢né informace o funkcionalnich rovnicich jsou napriklad na

http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/ franta/bakalarka.



5. Oznacme I stred kruznice vepsané trojuhelniku ABC. Kruznice, kterd prochdzi vr-
cholem B a dotykd se primky AI v bodé I, proting strany AB, BC postupné v bodech
P, Q. Prusecik primky QI se stranou AC ozna¢me R. DokaZzte, Ze plati

|AR| - |BQ| = |PI|*.

RESENI. Oznaéme «, 3, 7y velikosti vnitinich ahld trojihelniku ABC pfi vrcholech
A, B, C a J prise¢ik ptimky AI se stranou BC (obr.2). Uhel PBI je obvodovy thel
prislusny k tétivé PI a thel QBI je obvodovy thel prislusny k tétive (). Protoze oba
tyto obvodové thly maji stejnou velikost % (3, maji usecky PI a I() stejnou délku.

C

Obr. 2

Usekovy tihel JIQ je shodny s obvodovym tihlem QBI, jeho velikost je proto % 0. Ze
shodnosti vrcholovych thla potom vyplyva [<RIA| = % (. Stejnou velikost ma i tisekovy
thel PIA, jenz je shodny s obvodovym thlem PBI. Déle plati |[<RAI| = |xPAI| = %a.
Podle véty usu jsou trojuhelniky RIA a PIA shodné, a proto |RI| = |PI]|.

Uhel QIB mé tedy velikost

%QIB| = 180° — |xAIB| — |xJIQ| = 180° — (900 + %) - g -
.y _«
=90°— (54 7) = 5 = xRl
y tg) =g mIxRAL

Velikost tthlu QIB se d& urcit i nasledovné: Podle véty o tsekovém tuhlu plati
|<AIP| = 13 = |XIPQ)|. Ze shodnosti stfidavych Ghlt vyplyvd AI || PQ. Odtud
|¥QPB| = |<IAB| = « a ze shodnosti obvodovych hlt mame [¥QIB| = 1a.

Ze shodnosti thla |«QIB| = |xRAI| a |<QBI| = |<RIA| vyplyva podobnost
trojuhelniki AIR ~ IBQ neboli |AR|/|RI| = |I1Q|/|QB], takze

[AR|-|@B| = |RI| - |IQ| = |PI|*.

K dikazu podobnosti trojihelniktt AIR a IB(Q) muze poslouzit i rovnoramennost
trojuhelniku CRQ, v némz je totiz osa thlu soucasné téznici.
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NAVODNE A DOPLNUJici ULOHY:
1. Dokazte, ze v dané situaci plati:
a) |xJIQ| = |xRIA| = |xPIA| = |xIPQ| = |xPBI| = |xQBI| = 14;

b) PQ || AT,
) |¥QIB| =|xQPB| = |xIAP| = |xRAI| = }o;
d) |CR| = |CQJ;

e) |¥BQR| = |xARQ| =90° + 1.

2. Do kruznice k je vepsdn ¢tyfuhelnik ABCD, jehoz thlopficka BD neni pramérem.
Dokazte, ze prusecik pfimek, které se kruznice k dotykaji v bodech B a D, lezi na
pfimce AC, pravé kdyz plati |AB| - |CD| = |AD| - |BC|. [561-A-1I-3]

3. Je dén rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC. Na jeho uhlopfi¢ce AC v poloroviné
BDC zvolme bod P tak, aby platilo |[<BPD| = |<ABC|. Dokazte, ze pfimka CD je
te¢nou kruznice opsané trojuhelniku BC P, pravé kdyz asecky AB a BD jsou shodné.
[69-A-11-2]

4. Necht M je libovolny vnitfni bod prepony AB pravouhlého trojuhelniku ABC.
Oznacéme S, S1, S stfedy kruznic opsanych po fadé trojuhelnikim ABC, AMC, BMC.

a) Dokazte, ze body M,C, S1,S2 a S lezi na jedné kruznici.
b) Pro kterou polohu bodu M ma4 tato kruznice nejmensi polomér? [56—-A-I1-3]

5. Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku kruZnice opsané ¢tverci ABCD.
Oznac¢me K prusecik pfimek AL a C'D, M prusecik pfimek AD a CL a N prusecik
pfimek MK a BC'. Dokazte, ze body B, L, M, N lez{ na jedné kruznici. [53—-A-III-5]

6. V oboru redlnych cisel vyreste soustavu rovnic

sin® z + cos?y = tg? z,

sin? Y+ cos® z = th x,

sin? z + cos? z = tg2 Y.

RESENI. Substituci cos? z = a, cos?y = b, cos® z = ¢ vznikne soustava
1
l—a+b=-—-1,
c
1
l—b+ec=>—1, (1)
a
1
l-c+a=--1
pficemz a,b,c € (0,1).
Sec¢tenim téchto rovnic dostaneme
1 1 1
—+ -+ - =6,
a b ¢

tedy harmonicky primér ¢isel a, b, ¢ je %
Po vynasobeni rovnic postupné ¢isly ¢, a, b mame
c—ac+bc=1-c,
a—ab+ac=1-—a,

b—bc+ab=1-0b

a po secteni 2(a+b+c) = 3. Aritmeticky prameér ¢isel a, b, ¢ je tedy rovnéz % 7 rovnosti
aritmetického a harmonického primeéru vyplyvaji rovnosti a = b = ¢ = % Zkouskou se
snadno presvédéime, Ze tato trojice vyhovuje soustavé (1). Resenim pitivodné zadané

10



soustavy jsou tudiz vSechny trojice (irc + %kn, %TE + %lrc, %TE + %mn), kde k, I, m jsou
cela disla.

Jiné FeSeni. Pouzijeme substituci z prvniho feSeni. Soustava (1) je cyklick; je-li
jejim fesenim trojice (p,q,r), vyhovuji ji i trojice (q,r,p) a (r,p,q). Staci tedy najit
jen ta TeSeni, pro néz plati a = b, a = ¢, a vSechna ostatni FeSeni dostaneme cyklickou
zaménou.

Necht tedy a = b, a 2 ¢. Z prvni rovnice potom vyplyva 1/c =2—a+b < 2, a proto
c= % Podobné ze tieti rovnice 1/b =2 —c+a = 2, proto b = %, a tedy i b < c¢. Podle
druhé rovnice pak je 1/a =2 — b+ ¢ 2 2, takZe a < 5. Dohromady tedy plati

N | =
1\
Q
v
o
v

N | =

a proto a = ¢ = 1. Nyni uz z kterékoliv rovnice soustavy (1) dostaneme b = 1. Stejné
jako v pfedchozim piipadé ovéfime, Ze nalezend trojice soustavé (1) vyhovuje, takze
S . . - ‘s 1 1 1 171 1

fesenim dané soustavy jsou vSechny trojice (;m+ 5kn, 3+ 3lm, yn+ 5mn), kde k, I, m
jsou cela cisla.

NAVODNE A DoPLNUJici ULOHY:
1. Nerovnost

a1—|—a2—|—...+an> n
n T 1/a1+1/as+ ...+ 1/an
mezi aritmetickym a harmonickym pramérem libovolnych kladnych ¢isel a1, as, ..., an

odvodte dvojim uzitim zndméjsi nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimé-
rem. Ukazte pfitom, Ze rovnost v odvozené nerovnosti nastane, jediné kdyz a1 = a2 =
= ... = an. [Doporuéenou AG-nerovnost zapiste jak pro n-tici uvazovanych éisel a;,
tak pro n-tici Cisel k nim prevracenych a zapsané nerovnosti pak mezi sebou vynasobte.
Tvrzeni o rovnosti plyne z obdobného tvrzeni o rovnosti v AG-nerovnosti.]

2. V mnoziné realnych cisel feste soustavu rovnic

1 1 1 1
2 _ 2 L 2, L 2, *
T —I—y—2—2, Y +22 =2, z +w2—2, w +x2 =2
[#2 = y? = 22 = w? = 1, tedy 16 feseni]
3. V oboru realnych ¢isel feste soustavu rovnic
22 —y=22 2 —z=a? 22— g=y?

[57-A-S-1]

4. V oboru realnych cisel reste soustavu rovnic

Vr—y2=2z—-1, Jy—22=2-1, Vz—a22=y—1.

[69-A-S—-1]
5. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

Vi —y=2z-1, Vy2—z=z-1, 22 —x=y—1.

[69-A-1-1]
6. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

242z =6(y+2—-2), yY:+2ze=6(z+x—-2), 224+22y=6(z+y—2).

[63-A—S-3]
7. V oboru reélnych ¢isel feste soustavu rovnic
1 1 1 1
$2:*—|—77 y2:*+*7 Z2:7+*~
Yy oz z =z Ty

[53-A-1-6]
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8. V oboru redlnych ¢isel feste soustavu rovnic
c(y+z4+1) =y’ +22 -5 yr+z+1)=224+22-5, z2(z+y+1) =22 49%> -5

[54-A-T1-2]
9. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

@ —1=ply+2), v*’—1=pz+a), 2>—-1=p(+y)

S nezndmymi z, y, z a parametrem p. Vykonejte diskusi poétu feseni. [51-A-TI-4]
10. V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

et +y? +4=5yz, y*+22+4=>5z22, 2 +2%+4=5ay.

[61-A-TTI-6]
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