62. ROCNIK MATEMATICKE OLYMPIADY

/7 Vv 7/

Ulohy domaci casti |. kola kategorie B

1. Urcete vSechny trojice (a,b,c) prirozenych cisel, pro které plati
2% 4 4% = 8~

RESENi. Danou rovnici miizeme piepsat jako 2¢ 4 22* = 23¢. Abychom mohli vyjraz
na levé strané vydélit mocninou dvojky, pomtzZeme se oznac¢enim m = min(a, 2b), M =
= max(a, 2b), 0 < m < M, takze

2a + 221) — 2m(2M—m + 1)

Cislo 2M~=™ 1 v zavorce je pro M > m ziejmé liché &islo vétsi nez 1, takze to nemiize
byt délitel mocniny 23¢, ktera je na pravé strané dané rovnice. Nutné tedy musi byt
M = m, odkud plyne a = 2b a porovnanim obou stran upravené rovnice i 2b + 1 = 3c.
Protoze 2b+1 je liché ¢islo, musi byt ¢islo ¢ rovnéz liché, existuje tudiz ptirozené ¢islo n,
pro néz plati ¢ = 2n — 1. Z rovnice 2b+ 1 = 3c dopocitdame b = 3n—2 a a = 2b = 6n —4.

Pro libovolné piirozené ¢islo n je trojice (a,b,c) = (6n —4,3n — 2,2n — 1) feSenim
dané rovnice, jak mtizeme ovérit zkouskou, kterd pii tomto postupu neni nutné.

Pozndmka. Ze zapisu 2¢ + 220 = 23¢ a 7 jednoznac¢nosti zépisu ¢isla v dvojkové
soustavé okamzité plyne, ze musi byt a = 2b, a tudiz 3¢ = a + 1.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Uréete viechny dvojice (a, b) pfirozenych &isel, pro néz plati 2 —16° = 0 [(a, b) = (4b,b),
kde b je libovolné pfirozené éislo.]
2. Uréete vsechny ¢tvefice (a, b, ¢,d) celych nezapornych éisel splitujici rovnici

203b4¢ — 169,

[(a,b,c,d) = (4d — 2¢,0,¢,d), kde ¢, d jsou libovolna celd nezdpornd éisla, pro kterd
plati ¢ £ 2d.]
3. V oboru pfirozenych cisel feSte rovnici

2% + 20 =2°.

[(a,b,c) = (a,a,a+ 1), kde a je libovolné pfirozené ¢islo.]
4. V oboru pfirozenych cisel reste rovnici

20 4 2b 4 9¢ — 9d

[{a,b,c} = {n,n,n+ 1}, d = n+ 2, kde n je libovolné ptirozené &islo.]

D1. Dokazte, Ze rovnice 2% 4 2713 = 42 m4 nekone¢né mnoho FeSeni v oboru pfFirozenych
¢isel. [Rovnici 2% (1 + 23) = y? ziejmé vyhovuji éisla 2 = 2k, y = 3 - 22% pro libovolné
pfirozené &islo k.

D2. Uréete viechny dvojice celych kladnych &isel m a m, pro néz plati 37 + 27™ = n3.
[69-B—S—1]



2. V oboru redlnych cisel Teste rovnici
® + (3v2—2)2? — (1+V2)z — 14(V2-1) =0,

vite-li, Ze ma alespon jeden celociselny koren. Pripadné iraciondlni koreny zapiste
v jednoducheém tvaru bez odmocnin iraciondlnich cisel.

RESENI. Danou rovnici piepisme do tvaru
V2322 -z —14) + (2® — 222 —z +14) = 0. (1)
Odtud plyne, zZe kazdy celociselny koren dané rovnice musi byt kofenem rovnice
322 —x—14=0,

jinak by se iracionalni &islo v/2 dalo z rovnice (1) vyjadfit jako podil dvou celjch &isel.
Tato kvadraticka rovnice ma koteny —2 a %, z nichz pouze ten prvni je kofenem i ptivodni
rovnice, jak se snadno pfesvédéime dosazenim obou ¢isel do upravené rovnice (1).

Nasli jsme tedy koten x1 = —2 dané kubické rovnice. Jeji zbyvajici koreny jsou ko-
feny kvadratické rovnice, kterou dostaneme, kdyz pivodni rovnici vydélime kofenovym
Cinitelem x + 2. Dostaneme tak

(23 +(3v2-2)2? - (1+V2)2 —-14(V2—-1)) : (2+2) = 2° + (3V2—4)z - 7(V2—-1) = 0.
Diskriminant D nalezené kvadratické rovnice je kladné iracionalni ¢islo
D=(3v2-4)?+28(2—1) = 6+ 4v2.

Abychom se vyhnuli v zapisu zbylych kofenti odmocninam iracionalnich ¢isel, hledejme
hodnotu v D ve tvaru

VD =1/64+4V2 = a + bV2

s racionalnimi koeficienty a, b. Ty lze snadno uhodnout, nebot po umocnéni na druhou
dostavame

6+ 4v2 = a® + 2b% + 2abV/2,
odkud a? + 2b% = 6 a 2ab = 4, takZe je nasnadé, Ze vyhovuji hodnoty a = 2 a b = 1.
(Misto hadani mtizeme po dosazeni b = 2/a fesit pro neznamou a? kvadratickou rovnici
a?+2-(2/a)? = 6, ze které vychézi a®> = 2 nebo a? = 4.)
Je tedy VD = 2 + /2, takze zbyvajicimi koFeny 22,3 dané rovnice jsou cisla
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NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Dokazte, ze mnohoclen z* + (v/2 — v/3)z3 + (v/2 — V3 — v6)x2 + 5z — /6 je délitelny
mnohoélenem z2 —v/3z+v2 a najdéte podil téchto dvou mnohoclenti. [;U2 +v2x— \/§]
2. Vyjadiete &isla /11 — 6v/2, V7 — 4v/3, V6 + 21/5, /30 — 121/6 v jednoduchém tvaru,
tj. bez odmocnin iracionélnich ¢isel. [3 — V2,2 —-+3,14+5, 3vV2 — 2\/§]
3. Najdéte vSechny dvojice (p, q) redlnych éisel takové, Ze mnohoclen 22 +px+q je délitelem
mnohoé¢lenu z* + pz? + q. [56-B-1-5]
D1. Dokaite, Ze pro libovolna kladn4 realna ¢isla a, b takova, ze a > v/b plati (tzv. surdické
vyrazy)

x2

\/a-l—\/l;:lz\/ —\/B:\/Q(a:t\/aQ—b),
/ a++Va?—-b a—+va2-b
a:l:\/l;:\/ 2 :I:\/ 5 .

D2. Najdéte viechny kvadratické trojéleny ax? + bz + ¢ takové, ze pokud libovolny z koe-
ficienti a, b, ¢ zvétsime o 1, dostaneme novy kvadraticky trojclen, ktery bude mit
dvojnasobny kofen. [53-B-11-2]




3. Necht V je prisecik vysek ostrouhlého trojuhelniku ABC. Primka C'V je spoleénou
tecnou kruznic k a l, které se vné dotykaji v bodé V' a pritom kaZdd z nich prochdzi
jednim z vrcholi A a B. Jejich priseciky s vnitrky stran AC' a BC oznaéme P a Q).
Dokazte, Ze poloprimka VC' je osou uhlu PV Q a Ze body A, B, P, Q lezi na jedné
kruZnici.

RESENi. Ozna¢me velikosti vnitinich thld trojihelniku ABC obvyklym zptisobem
a Va, Vg, Vo paty jeho vysek po fadé z vrcholi A, B, C' (obr.1).

Obr. 1

Trojuhelnik AV4C' je pravoihly a plati <V AC| = |<V4AC| = 90° — ~. Podobné
plati i |[<VBC| = |xVpBC| = 90° — . Z rovnosti tsekového a obvodového tihlu pro
tétivu PV kruznice k vychazi |<CV P| = |V AC| = 90° —~. A obdobné pro tétivu QV
kruznice [ mame [<CV Q| = |<V BC| = 90° —~. Polopfimka V' C' je tedy osou thlu PV Q,
coz jsme chtéli dokézat.

Druhou ¢ast tvrzeni mizeme dokazat nasledujicim zptisobem. Podle Thaletovy véty
lezi body V4 a Vi na Thaletové kruznici nad prumérem AC. Z rovnosti obvodovych
hli nad tétivou V4C této kruznice plyne |xVaAC| = |xVaVeC| = 90° — ~. Usecky
VaVe a QV jsou tedy rovnobézné, protoze sviraji s pfimkou C'Ve stejny thel. Podobné
zjistime, ze i Gsecky VgV a PV jsou rovnobézné. Odtud vidime, ze trojuhelnik VAV Ve
je obrazem trojuhelniku QPV ve stejnolehlosti se stredem v bodé C', ktera zobrazuje
bod Vi na bod V. Proto jsou tsecky V Vg a QP rovnobézné.

Podle Thaletovy véty lezi body V4 a Vi na Thaletové kruznici nad primérem AB,
z vlastnosti tétivového ¢tyfthelniku ABV4Vp tak plyne |<PQC| = |[xVpVasC| = a,
|xQPC| = |xV4,VpC| = (. Tyto rovnosti uz jak znamo zarucuji, ze také étyfuhelnik
ABQP je tétivovy, tudiz jeho vrcholy lezi na jedné kruznici, jak jsme méli dokazat.

Poznamka. Druhda ¢ast tvrzeni téZ snadno plyne z vlastnosti mocnosti bodu ke
kruznici: Mocnost bodu C ke kruznici k je rovna |CV|? = |C'P|-|C A|. Podobn& mocnost
bodu C ke kruznici [ je rovna |CV|* = |CQ| - |CB|. Proto |CP| - |CA| = |CQ| - |CB],
coz je ekvivalentni s tim, ze body A, B, P, ) lezi na téze kruznici.

Totéz miizeme formulovat i bez poc¢itani, vyuzijeme-li poznatku o chordalach! tif

1 Chordéla dvou kruznic je mnozina bodt, jez maji k obéma kruznicim stejnou mocnost, coz v pri-
padé protinajicich se kruznic je jejich spole¢nd sec¢na.
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kruznic: Ozna¢me m kruznici opsanou trojihelniku ABP. Protoze C'V je chordélou
kruznic k a [ a AC chordalou kruznic k a m, je BC chordalou kruznic [ a m. Odtud
plyne, ze kruznice [ a m se protinaji v bodé Q).

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:
1. Zopakujte s zéky vztahy mezi obvodovym, stfedovym a tisekovym thlem a dokazte je.
2. Necht V4, Vg, Vo znadi paty vysek po fadé z vrcholu A, B, C' v daném ostrouhlém
trojuhelniku ABC a V prusecik jeho vysek. Dokazte néasledujici tvrzeni:
a) osa usecky V4 Vp prochazi stfedem strany AB,
b) body A, V, Vg, V& lezi na téze kruznici,
¢) bod V je stfedem kruznice vepsané trojuhelniku V4V Ve.
[a) Podle Thaletovy véty lezi body V4, Vg na kruznici s pramérem AB, osa se¢ny V4 Vg
této kruznice prochazi jejim stfedem, coz je stfed AB. b), c) Podle Thaletovy véty lezi
body Vg, Vo na ruznych polokruznicich s pimérem AV. Podle véty o obvodovém
uhlu |[xVBVeV| = |xVBAV]| = 90° — . Z té&tivového ¢tyfuhelniku BV4V Ve podobné
dostaneme |xVA Ve V] = 90° — v, tedy V'V je osou Ghlu V4 Ve Vp. Podobné dokéze-
me, ze V'V, je osou thlu VgV4 Ve, tedy V je prusecik os vnitfnich ahla trojihelniku
VaVeVe.]

D1. V roviné je dan pravouhly lichobéznik ABCD s delsi stranou AB a pravym thlem
pfi vrcholu A. Oznacme k; kruznici sestrojenou nad stranou AD jako prumérem a k2
kruznici prochézejici vrcholy B, C' a dotykajici se pfimky AB. Maji-li kruznice k1,
k2 vnéjsi dotyk v bodé P, je pfimka BC teCnou kruznice opsané trojuhelniku CDP.
Dokazte. [52-B-11-4]

D2. V roviné je dan rovnobéznik ABCD, jehoz uhlopficka BD je kolmé ke strané AD.
Ozna¢me M (M # A) prisecik pfimky AC' s kruznici o priméru AD. Dokazte, Ze osa
usecky BM prochazi stfedem strany CD. [56-B-11-3]

D3. Necht K je libovolny vnitifni bod strany AB daného trojahelniku ABC. P¥imka CK
protind kruznici opsanou trojuhelniku ABC v bodé L (L # C). Oznaéme ki kruznici
opsanou trojuhelniku AK L a ko kruznici opsanou trojiuhelniku BK L.

a) Dokazte, ze pfimka AC' je teCna kruznice ki, pravé kdyz piimka BC je teéna
kruznice ko.

b) Pfedpoklddejme, Ze pfimka AC je seéna kruznice k1. Necht P (P # A) je prusecik
pfimky AC' s kruznici k1 a Q (Q # B) prusecik pfimky BC' s kruznici k2. Dokazte,
ze bod K lezi na tsecce PQ.

[53-A-I1-3]

4. Najdéte nejmensi hodnotu zlomku

n3 —10n2 +17n — 4
n2—10n+18 ’

Vin) =

kde n je libovolné prirozené cislo vetsi nez 2.

RESENT. Nejprve spoc¢téme hodnoty vyrazu V(n) pro nékolik piirozenych &isel
n 2= 3:

n [3]4]5]6] 7 [8[9]10] 11 |12 [ 13 [ 14
V(n)|5 102 (2|72 192|103 | 1153|1232 | 1328

W=
W=
(@)
=N
~
wlN
Nel[e

Z tabulky vidime, Ze V(n) = 2 pro vSechna n € {3,4,...,14}, pficemz V(8) = 2.
Ukazeme, ze pro vsechna n = 9 uz plati V(n) > 2.
Postupnou tpravou vyrazu V(n) — 2 dostdvame (vime, ze V(8) — 2 = 0)

nd —10n? +17n —4 n3 —12n2 + 37n — 40
Vin)—2= —-2= =
n2 —10n 4 18 n2 —10n 4 18
_ (n=8)(n*—4n+5) (n—8)((n—2)%+1)
B (n—5)2 -1 B (n—5)2-17



Pro n 2 9 jsou ¢itatel i jmenovatel posledniho zlomku kladné éisla. Je tedy V(n)—2 > 0
pro kazdé n = 9.

Odpovéd: Nejmensi hodnota zlomku V' (n) je pro vSechna pfirozena ¢isla n > 2
rovna 2; této hodnoty vyraz V(n) nabyva pro n = 8.

JINE RESENI. Délenim obou polynomi se zbytkem dostaneme

n—+4
—n— : 1
V(n)=n n? —10n + 18 (1)
Ukézeme, Ze pro n = 10 plati
n—+4
1. 2
n? —10n + 18 < (2)

Pro piirozend &sla n = 10 je totiz jmenovatel n? — 10n + 18 = n(n — 10) + 18
kladné ¢islo, a nerovnost (2) je tak ekvivalentni s nerovnosti 0 < n? — 11n + 14 =
= (n—1)(n — 10) + 4, ktera je pro n = 10 zfejmé splnéna. Pro pfirozena ¢isla n = 10
proto podle (1) plati V(n) > n—1 =2 9. Jak snadno zjistime (viz hodnoty v jiz uvedené
tabulce), nabyva vyraz V(n) pro pfirozend ¢isla n € {3,4,5,6,7,8,9} mensich hodnot,
mezi nimiz je nejmensi V(8) = 2.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Uvazujme vyraz
5zt — 422 4+ 5

4 +1
a) Dokazte, Ze pro kazdé realné ¢islo z plati V(z) = 3.
b) Najdete nejvétsi hodnotu V (z).

V(z) =

[68—-C-II-1]
2. Uréete vSechny dvojice (z,y) celych ¢isel, které jsou feSenim nerovnice
T 6 5
< ﬂ
Vzooyvz ooy
[61-C-I-3]

D1. Urcete vSechna redlna cisla p takova, Ze pro libovolné kladné ¢isla x, y plati nerovnost

il

Tr+y
[60-B-II-1]
D2. Pro ktera celé ¢isla a je maximum i minimum funkce
1222 — 12ax
YT a2 36

celé ¢islo? [48—-A-1-3]

5. V roviné je ddna usecka AB. Pro libovolny bod X této roviny, ktery je rizny od
A i B, oznacme X 4, resp. Xpg obraz bodu A, resp. B v 0sové soumérnosti podle
primky X B, resp. X A. Najdéte vsechny takové body X, které spolu s body X 4, Xp
tvori vrcholy rovnostranného trojuhelniku.

RESENT. Bod X4 je soumérné sdruzeny s bodem A podle piimky X B, plati tedy
| XX 4| = |XA|. Podobné plati | X Xp| = |XB|. Ma-li byt trojahelnik X X 4 X5 rovno-
stranny, musi platit [ X X 4| = | X Xpg| neboli [ XA| = | XX 4| = |XXp|=|XB|. Bod X
proto nutné lezi na ose o tusecky AB. Naopak, lezi-li bod X na ose tsecky AB, plati
podle rovnosti z prvnich dvou vét feseni | X X 4| = | X Xg|. Body X, X4 a Xp pak budou
vrcholy rovnostranného trojahelniku, pravé kdyz velikost thlu X 4 X X5 bude 60°.
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Hledany bod X zfejmé nemitize byt stfedem S tsecky AB, protoze pak by bylo
X4=A,Xp=Babody X4, X, Xp by lezely na téze primce. Hledané body X mohou
tudiz lezet na pfimce o mimo tsecku AB. Vzhledem ke zfejmé symetrii se dale omezime
jen na body X v jedné z polorovin ur¢enych pfimkou AB.

Oznacme « velikost ostrého thlu AXS (obr.2), X X
ktery zfejmé muze nabyvat libovolné hodnoty z inter- PR
valu (0°,90°). Ze shodnosti orientovanych thla AX B !
a BX X4 plyne, Zze orientovany thel SX X, pak mé
velikost 3a. Jak uz vime, bod X bude vrcholem rov-
nostranného trojuhelniku X X o Xp, pravé kdyz bude
primka X X 4 svirat s osou o thel 30°, coz vzhledem
k nerovnostem 0° < 3a < 270° nastane jediné pro
3a € {30°,150°,210°} neboli a € {10°,50°,70°}.

Obr. 3

Na obr. 3 vidime vSechna tii odpovidajici feseni. Jsou to vrcholy rovnoramennych
trojuhelnikt se zdkladnou AB a uhlem 2a € {20°,100°,140°} pfi vrcholu X. Dalsi
tfi FeSeni (soumérné sdruzend podle pfimky AB) existuji v opa¢né poloroviné urcené
primkou AB.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Necht P je vnitini bod konvexniho tthlu BAC. Ozna¢me K a M obrazy bodu P v oso-
vych soumérnostech podle pfimek AB a AC. Urcete velikost thlu KAM. [|[xKAM| =
= 2|xBAC|, kdyz je tthel BAC ostry nebo pravy, |[<xKAM| = 360° — 2|xBAC|, kdyz
je thel BAC tupy.]

2. Necht P je vnitini bod ostrothlého trojuhelniku ABC s danym obsahem S. Ozna¢me
K, L a M obrazy bodu P v osovych soumérnostech podle ptimek AB, BC a CA. Vy-
poctéte obsah Sestitthelniku AKBLC' M a zjistéte, kdy je tento Sestitthelnik pravidelny.
[Obsah je vzdy 25, Sestitihelnik je pravidelny pouze v ptipadé, kdy je trojuhelnik ABC

Vv

3. Necht P je libovolny vnitini bod rovnostranného trojihelniku ABC. UvaZujme obrazy
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K, L a M bodu P v osovych soumérnostech s osami AB, BC a C'A. UrCete mnozinu
vSech bodd P takovych, ze trojihelnik K LM je rovnoramenny. [53—C—I1-4]

4. Necht A a B jsou ruzné body roviny. Déle je dan orientovany thel w (0° < w < 90°).
Pro libovolny bod X oznac¢me po fadé X4, Xp obrazy bodu X v otocCenich kolem
stfedi A a B o thel w. Uréete vSechny body X, pro které je trojuhelnik XX 4 Xp
rovnostranny. [48-B-11—4]

D1. Necht ABCD je tétivovy ¢tytuhelnik, jehoz vnitini Gthel pii vrcholu B mé velikost 60°.
a) Jestlize | BC| = |CD|, pak plati |CD| + |DA| = |AB|. Dokaizte.
b) Rozhodnéte, zda plati opa¢na implikace.
[63—-A-I-5]

6. Je dano prirozené cislo k < 12. Ve vrcholech pravidelného dvandctivhelniku jsou
napsdna ¢isla 1,2, ...,12 (jako na ciferniku hodin). V jednom kroku mizZeme bud
vymenit nekterd dvé protilehla cisla, nebo zvolit libovolnych k sousednich vrcholi
a v nich napsand ¢isla zvétsit o 1. Jako T(k) oznaéme turzeni, Ze po konecném
poctu kroku lze dostat vSech 12 ¢isel stejnijch. Dokazte, Ze T'(2) neplati, T'(5) plati,
a rozhodnéte o platnosti T'(3).

RESENI. Vrcholy pravidelného dvanactithelniku oé¢islujme stejné jako na é&iselniku
hodin. Proi € {1,2,...,12} ozna¢me q; ¢islo napsané v i-tém vrcholu dvanactithelniku;
na poc¢atku je podle zadani a; = i pro vSechna i € {1,2,...,12}.

Nejprve ukézeme, ze T'(2) neplati. Uvazujme soucty

S1=a1 +a3z+ a5+ ar + ag + a1,
So =ags + as + ag + ag + aip + ais.

Na pocatku je S1 = 36 a Sy = 42. Kazda dvé protilehld ¢isla se nachazeji spolecné
v témz souctu, to znamena, ze po jejich vymeéné se zadny z obou souctit nezméni. Navic
zaddné dvé sousedni ¢isla nepatii do téhoz souctu, takze po kroku spocivajicim ve volbé
dvou sousednich vrcholi a zvétSeni v nich napsanych cisel o 1 se oba soucty zvétsi o 1,
takze jejich rozdil S; — 57 se nezméni. Protoze na pocatku je So — S; = 6, nelze nikdy
dojit do situace, kdy by byla vSechna ¢isla a; stejna. V takovém ptipadé by totiz bylo
S; = S a rozdil S; — S7 by byl nulovy. Proto tvrzeni T'(2) neplati.
Obdobné dokazeme, ze neplati ani tvrzeni T'(3). Uvazujeme tentokrat t¥i soucty

S1 =a1 + ag + a7 + aqo,
Sy =as +as +asg + ai,

S3 = a3 + ag + ag + a2,

pro které na pocatku plati S; = 22, Sy = 26, S3 = 30. Po kazdém kroku se bud zadny
ze tFi souctt nezméni (vyménime-li dvojici protilehlych ¢isel), nebo se vSechny t¥i zvétsi
o 1 (zvétsime-li trojici sousednich ¢isel). Proto po zadném poctu krokt nemohou byt
u vSech vrchold napsana stejna ¢isla, pak by totiz platilo S = S; = Sj3.

Nakonec ukazeme, ze tvrzeni T'(5) plati. Pétici ¢isel se stfedem ve vrcholu ¢ budeme
rozumeét cisla ve vrcholech ¢ — 2,7 —1, 7, ¢ + 1, ¢ + 2 s obvyklou timluvou, ze vrchol —1
je vrchol 11, vrchol 0 je 12, vrchol 13 je 1 a vrchol 14 je 2. Zvétseme pétice se stiedy
v jednotlivych vrcholech tolikrat, jak je naznaceno v obr. 4, tj. pétici se stfedem ve vr-
cholu 1 zvétsime devétkrat, pétici se stredem ve vrcholu 2 ¢tytikrat, pétici se stiredem ve
vrcholu 3 jedenactkrat atd. az pétici se stfedem ve vrcholu 12 dvakrat. Cislo u vrcholu 1
je na pocatku 1 a zvétsi se pouze pri zvétseni pétic se stiedy v bodech 11, 12, 1, 2 a 3.
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Po téchto krocich bude tedy a1 =1+ 742+ 9+ 4+ 11 = 34, podobné se zvétsi i ¢isla
u dalsich vrcholt a bude platit

a3 =2+2+9+4+11+6 =34,
a3=3+9+4+11+6+1=34,
a4 =4+4+11+6+1+8=34,
a5 =5+11+6+1+8+3 =34,
ag =6-+6+1+8+3+10 = 34,
a7 =T+1+8+3+10+5 =34,
as =8+8+3+10+5+0 =34,
a9 =9+3+10+5+0+7 =34,
a10=104+10+5+0+7+2 = 34,
a11 =114+54+0+7+2+9 = 34,
a1 =124+0+74+2+9+4=34

8x
Obr.4

Vidime, Ze po popsanych krocich (ty spocivaly jen ve zvétseni pétice sousednich
¢isel, vimeénu protilehlych ¢isel jsme nevyuzili) bude u kazdého vrcholu dvanactiuhelniku
napsano shodné cislo 34.

Pozndmka. Ukazme, jak dokazat tvrzeni T'(5) systematic¢téji, i kdyz zdaleka ne
tak efektivné. Zvétsime-li pétkrat c¢isla v po sobé nasledujicich péticich vrchold, tedy
postupné v péticich vrcholt

(1,2,3,4,5), (6,7,8,9,10), (11,12,1,2,3), (4,5,6,7,8), (9,10,11,12,1),

dosdhneme diky rovnosti 5-5 = 2-12+1 toho, ze ¢isla ve vSech vrcholech s vyjimkou prv-
niho zvétsime o 2, zatimco ¢islo v prvnim vrcholu zvétsime o 3. Podobné ovsem miizeme
zvétsit Cislo v libovolném vrcholu o jedna vice nez ve vsech ostatnich vrcholech, takze
opakovanim uvedeného postupu jedenactkrat pro vrchol 1, desetkrat pro vrchol 2, ...
a konecné jednou pro vrchol 11 dosdhneme toho, Ze ¢isla ve vsech vrcholech budou
stejnad. Dodejme, ze analogickym postupem lze diky rovnostem 7 -7 = 4-12+ 1 a
11-11 =10-12+1 dokéazat i tvrzeni 7'(7) a T'(11), ne v8ak zadné tvrzeni T'(k) s ¢islem k
soudélnym s ¢islem 12.

NAVODNE A DOPLNUJICI ULOHY:

1. Na tabuli jsou napsana celd nezaporna cisla od 0 do 1 234. Uvazujme nasledujici operaci:
Smazeme libovolna dvé ¢isla a misto nich na tabuli napiSeme jejich rozdil (od vétsiho
¢isla odeéteme mensi). Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli nezistane posledni
¢islo. Mtze na tabuli zistat ¢éislo 27 [Ne. Uvedenou operaci se neméni parita souétu
vsech ¢isel napsanych na tabuli, kterd je na po¢atku licha.]

2. Na tabuli jsou napséna vsechna prirozena cisla od 1 do 100. Uvazujme nasledujici
operaci: Smazeme libovolnd dvé ¢isla a misto nich napiSeme na tabuli jejich soucet.
Tuto operaci opakujeme, dokud na tabuli neztistanou posledni tfi ¢isla. Muzeme timto
zpusobem nakonec ziskat t¥i po sobé jdouci ¢isla? [Soudet t¥i po sobé jdoucich éisel je
délitelny tfemi, kdezto neménny soudet vSech ¢isel na tabuli délitelny tfemi neni.]

3. Na stole je n pohari, vSechny jsou postaveny dnem vzhiru. V jednom kroku smime
otodit libovolnych k pohéarti naopak (k je pevné dano). Je mozné, aby po konecném
poétu krokii bylo vSech n poharti postaveno dnem dol@i? Reste nejprve pro n = 9
ak=25 potompron=9ak=4.[Pron=9ak=>5 to zfejmé mozné je. Pron =9
a k = 4 to moZné neni, protoze obecnéji plati: pfi sudém k a libovolném n se neméni
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D1.

D2.

D3.

D4.

Db5.

parita poétu pohért postavenych dnem vzhuru (tj. tento pocet je bud porad sudy, nebo
porad lichy).]
Na hranici kruhu stoji 2 jednicky a 48 nul v pofadi 1,0,1,0,0,...,0. V jednom kroku je
povoleno pricist ¢islo 1 ke kterymkoliv dvéma sousednim ¢islim. Miazeme po nékolika
krocich dosdhnout toho, aby vSech 50 ¢isel bylo stejnych? [Neni to mozné; oznacte &isla
po rfadé x1,x2,...,T50 a vysvétlete, pro¢ vyraz r1 — 2 + 3 — x4 + ... + T49 — T50
neméni svou hodnotu (nezapometite, ze spolu sousedi i 1 a x50).]
Je dano n (n 2 2) pfirozenych ¢isel, s nimiZ miizeme provést nasledujici operaci: vy-
bereme nékolik z nich, ale ne vSechna a nahradime je jejich aritmetickym primérem.
Zjistéte, zda je mozno pro libovolnou pocatec¢ni n-tici dostat po kone¢ném poctu krokt
vsechna ¢isla stejné, jestlize n se rovné a) 2000, b) 35, c) 3, d) 17. [51-B-I1-4]
Na kazdé sténé krychle je napsano pravé jedno celé cislo. V jednom kroku zvolime
libovolné dvé sousedni stény krychle a ¢isla na nich napsand zvétsime o 1. Urcete nutnou
a postacujici podminku pro oc¢islovani stén krychle na pocatku, aby po kone¢ném poctu
vhodnych krokt byla na v8ech sténéch krychle stejné &isla. [60-A—I-5]
V kazdém vrcholu pravidelného 2008uhelniku lezi jedna mince. Vybereme dvé mince
a premistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Ze jedna se posune ve sméru
a druhd proti sméru chodu hodinovych rucicek. Rozhodnéte, zda je mozno timto zpu-
sobem vSechny mince postupné presunout:

a) na 8 hroméadek po 251 minci,

b) na 251 hromadek po 8 mincich.
[68-A-I-5]
Krokem budeme rozumét nahrazeni usporadané trojice celych éisel (p, g, r) trojici (r +
+5q, 3r — 5p, 2q — 3p). Rozhodnéte, zda existuje celé ¢islo k takové, ze z trojice (1,3,7)
vznikne po koneéném poctu kroku trojice (k,k + 1,k + 2). [52-B-1-4]
Je ddno n nezapornych &isel. Miizeme vybrat libovolna dvé z nich, feknéme a a b, a < b,
a zaménit je Cisly 0 a b— a. Dokazte, ze opakovanim této operace lze vSechna dana cisla
zménit na nuly, pravé kdyz pavodni ¢isla lze rozdélit do dvou skupin tak, Ze soucty
¢isel v obou skupinach jsou stejné. [51-B-11-4]



